Frithjahr 2023 Einzelpriifungsnummer: 63910

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Zum Erreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankengénge sprachlich ange-

messen, nachvollziehbar und logisch exakt zu begriinden. Fiir jede der 5 Aufgaben werden maximal
6 Punkte vergeben. Die héchste erreichbare Punktzahl betrégt somit 30 Punkte.

Aufgabe 1:

a) Bestimmen Sie eine nicht fortsetzbare Lésung A : I — R der exakten Differentialgleichung
2t + 4% + 222’ = 0 (1)

zum Anfangswert x(0) = 1. Geben Sie insbesondere auch deren Definitionsintervall I an.

b) Zeigen Sie, dass fiir jede Losung p : J — R von (1) sowohl J als auch 1(J) beschrinkt sind.
(3 + 3 Punkte)

Aufgabe 2:
Es sei
1
=

2 —f— 2
T

f:@\{i,z'—i—%}—)@, zr—>cos<z_1_2,)-

a) Geben Sie den Typ aller isolierten Singularititen von f und im Fall von Polstellen auch deren
Ordnung und Residuum an. Begriinden Sie Ihre Antwort.

b) Geben Sie die maximale offene punktierte Kreisscheibe mit Mittelpunkt 7 an, auf der die
Laurentreihenentwicklung von f um 7 konvergiert, und bestimmen Sie das Residuum von f
in 1.

c) Esseiy:[0,2n] — C, t — 2¢*. Berechnen Sie das Kurvenintegral / f(2)dz.
Y
(2 + 3 + 1 Punkte)

Aufgabe 3:

Im Weiteren bezeichnen (f,)n, (gn)n und (h,), Folgen stetiger reeller Funktionen
Jns Gny w2 [0,1] — R und 0 die Nullfunktion auf [0, 1].

a) Beweisen Sie: Konvergiert (f,), gleichmiBig gegen 0, dann gibt es eine Schranke A € R mit
|fn(z)| < A fiir alle z € [0,1] und alle n € N.

b) Bestimmen Sie fiir jedes n € N das Maximum der Funktion

gn(z) = nre™

auf [0, 1].
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c) Beweisen Sie: Die Folge (g,), mit g, wie in Teilaufgabe b) konvergiert auf [0, 1] punktweise,
aber nicht gleichméaBig gegen 0.

d) Beweisen oder widerlegen Sie jeweils: Konvergieren (f,), gleichmiBig gegen 0 und (hn)n
punktweise gegen 0, dann konvergiert die Folge ( fnhn)n der Produktfunktionen f, A,

(1) ... punktweise gegen 0.
(2) ... gleichmiBig gegen 0.

(1 + 1 4 2 + 2 Punkte)

Aufgabe 4:

Entscheiden Sie, ob es Funktionen f mit den jeweils angegebenen Eigenschaften gibt. Geben
Sie im Fall der Existenz ein Beispiel an und begriinden Sie kurz, warum dieses die geforderten
Eigenschaften besitzt. Zeigen Sie andernfalls, dass es kein solches Beispiel geben kann.

a) Eine holomorphe Funktion f : C — C mit f(0) = 0 und |f(2)| = 2 fiir alle z € C mit

2| = 1.
b) Eine holomorphe Funktion f : € — C mit f(0) = 7 und |f(2)| = 2 fiir alle z € C mit
|z| = 1.

c¢) Eine holomorphe Funktion f : €\ {0} — C mit einer Polstelle bei z = 0 so, dass keine
holomorphe Funktion F': C\ {0} — C existiert mit F’ = f.

d) Eine holomorphe Funktion f : C\ {0} — C mit einer wesentlichen Singularitiit bei z = 0
so, dass eine holomorphe Funktion F': C\ {0} — C existiert mit F’ = f.

e) Eine auf ganz R differenzierbare Funktion f : R — R, deren Ableitung an der Stelle z = 0
nicht stetig ist.

(1414 1+ 1+ 2Punkte)

Aufgabe 5:
Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld f : R® — R™ betrachten wir die Differentialgleichung

Eine Erhaltungsgrifie fiir f ist eine stetig differenzierbare Funktion E : R* —s R, die entlang
jeder Losungskurve dieser Differentialgleichung konstant ist.

a) Zeigen Sie: Ist £ : R® — R eine Erhaltungsgréfe fiir f, so auch fiir das Vektorfeld
z — s(z) f(z) fiir jede stetig differenzierbare Funktion s : R® — R.

b) Es sei nun A eine reelle n x n-Matrix. Zeigen Sie: Ist E eine Erhaltungsgrofe fiir das Vek-
torfeld f(z) = Az und B eine invertierbare reelle n x n-Matrix, so ist z — E(B~'z) eine
ErhaltungsgréBe fiir das Vektorfeld g(z) = BAB™ .

c) Es sei nun A eine reelle 2 x 2-Matrix mit den beiden reellen Eigenwerten )\; = —1 und
A2 = +2. Zeigen Sie, dass das Vektorfeld f : R* —s R?, f(z) = Az eine nicht-konstante
Erhaltungsgrofle hat.

(2 + 2 + 2 Punkte)
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