Frithjahr 2025 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Sei n > 1, sei K ein Korper, sei Mat, (K) der Ring der n x n Matrizen iiber K , und sel
A € Mat,(K). Bekanntlich ist das Minimalpolynom von A das eindeutig bestimmte normierte
Polynom p4 € K[X] minimalen Grades, das pa(A) = 0, erfiillt.

a) Sei m > 1 und B € Mat,,(K). Des Weiteren sei C' € Matym(K) die Blockdiagonalmatrix

A 0
C= . Beweisen Sie, dass o ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von 14 und /i

0 B

ist.

b) Entscheiden Sie begriindet, ob es eine Matrix A € Matg(R) mit charakteristischem Polynom
X%+ X* und Minimalpolynom g, vom Grad 5 gibt.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

a) Sei Fs der Koérper mit drei Elementen, und sei G die Menge der oberen Dreiecksmatrizen in
Mats(F3) mit Einsen auf der Hauptdiagonale. Zeigen Sie, dass G eine nichtabelsche Unter-
gruppe von GL3(F3) der Ordnung 27 ist.

b) Bestimmen Sie 12 paarweise nicht isomorphe Gruppen der Ordnung 2025.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

a) Zerlegen Sie die Polynome X°® — Y und X°Y + X*Y® + XY® im faktoriellen Ring Q[X, Y]
in Primfaktoren.

Hinweis: Es sind jeweils vier Primfaktoren.
b) Finden Sie alle Paare von Polynomen (f, g) € Q[X, Y]? mit

[ (X =YY +g (XY + X3V + XYV5) =0.

Seite 6 von 7



Friihjahr 2025 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 4 (12 Punkte)
Fira € Zsei f, = X*+aX?+1 € Q[X]. Mit Gal(f,) werde im Folgenden die Galois-Gruppe
des in C enthaltenen Zerfillungskorpers von f, iiber Q bezeichnet.

a) Finden Sie ein a € Z, sodass die Galois-Gruppe Gal(f,) nur aus der Identitét besteht.

b) Finden Sie ein a € Z, sodass die Galois-Gruppe Gal(f,) nur aus der Identitit und der
komplexen Konjugation besteht.

c¢) Bestimmen Sie den Isomorphietyp der Galois-Gruppe Gal(f,) im Fall ¢ = —1.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei R = Z[V/3], sei K = Q(v/3), und sei Ng : K — Q die Normabbildung, die gegeben ist durch
Ng(a+ bV3) = a® — 3b? fiir a,b € Q.
a) Beweisen Sie, dass es zuz € R und y € R\ {0} ein Element ¢ € R gibt mit |Nk(§-a)| < 1.
Hinweis: Schreiben Sie % in der Form a + by/3 mit a,b € Q.

b) Sei Ng: R — Z die Einschrinkung der Abbildung Ng. Zeigen Sie, dass R beziiglich der
Abbildung |Ng| ein euklidischer Ring ist, d. h. zu zwei Elementen z,y € R mit y # 0 gibt
es Elemente q,7 € R mit « = gy + r und |Ng(r)| < |Np(y)|.
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