Herbst 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

(a) Seien n > 1 eine natiirliche Zahl und p # 2 eine Primzahl. Zeigen Sie:

pl(1+2+3+...+(n—1)+n) < p|noderp| (n+1).

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente der Einheitengruppe
(Z[X]/(2, X° + X* + X))
des angegebenen Quotientenringes.

(c) Bestimmen Sie mithilfe des Chinesischen Restsatzes und unter vollsténdiger Angabe des
Lésungsweges die kleinste natiirliche Zahl n > 1, die die Kongruenzen n = 1 (mod 3), n = 2
(mod 5) und n =0 (mod 8) erfiillt.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Im Folgenden sei S,, die symmetrische Gruppe.

(a) Seio € S, ein Produkt o = ¢; - - - {,, von paarweise disjunkten Zykeln ¢; der Lénge ¢;. Zeigen
Sie, dass die Ordnung von o gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen von ¢4, . .., £, ist.

(b) Bestimmen Sie die maximale Ordnung eines Elements

(1) der S6; (11) der S7.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

(a) Seien G eine einfache Gruppe mit |G| > 2, die auf der endlichen Menge X operiere, und
p: G = X(X) = 8, (n := |X|) der zugehérige Gruppenhomomorphismus in die symme-
trische Gruppe von X. Zeigen Sie, dass p(G) in der alternierenden Gruppe A, enthalten
ist.

(b) Seien G eine nicht-abelsche einfache Gruppe, H C G eine Untergruppe sowie
n = (G : H) > 2. Zeigen Sie, dass G isomorph zu einer Untergruppe von A, ist, und
dass n > 5 gilt.

(c) Zeigen Sie, dass keine endliche einfache Gruppe der Ordnung 80 existiert.
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring (mit 1). Sei weiter I C R ein Ideal. Wir definieren das Radikal von I
als
rad(I) ={r € R|r" €I fiir ein n € Zs¢}.

Zeigen Sie:
(a) rad(I) ist ebenfalls ein Ideal von R.

(b) Ist I ein Primideal, dann gilt rad(I) = I.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass der Kreisteilungskorper Q(¢s) genau drei quadratische Teilkérper besitzt,
d. h. Zwischenkorper Q C K C Q((g) mit [K : Q] = 2.

(b) Bestimmen Sie in Teil (a) drei Elemente aj,as, a3 € Q so, dass die Zwischenkdrper
K; = Q(,/a;) (1 <i < 3) genau die quadratischen Teilkérper sind.

(c) Zeigen Sie, dass das Polynom X*+ X + 1 € Fy[X] irreduzibel ist.

(d) Nach Teil (c) gilt Fig = Fa(a) fiir ein a € Fy mit a* + a+ 1 = 0. Bestimmen Sie die Grade
[Fo(B) : Fs] in den beiden Féllen = a+ 1 und 8 = a3 + 1.
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