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Thema Nr. 3

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten.

Aufgabe 1
Seien a,b > 0. Im R? sei das System

. 2 ay
= ( “F“ﬁ)x_?

gegeben. Zeigen Sie:

(a) Ist t — (x(t),y(t)) eine Losung dieses Systems, so erfiillt r2(t) := —P—l—%ﬁ—l
die Differentialgleichung

d

dt

~ (b) Das System besitzt eine nichtkonstante periodische Losung t — (zo(t); yo(t)).

—r? —2(1—r)

(c) Die periodische Losung aus (b) ist stabil in dem Sinn, dass

7(0) — 730 = B L B0 geny 130) - 0).

Aufgabe 2 ,
- (a) Seien 2 C R offen, a > 0. Sei H : [0,a] x ! — R stetig differcnzierbar.
Seien fi,...,fn:[0,a] x Q2 —R stetig differenzierbar. Sei
0H ' '
a5 Z 0 in [0,a] x Q (1)
Zeigen Sie, dass H auf Jeder Losung x = (z1,...,2,) : [b,d — Q des
Differentialgleichungssystems
-Z‘k:fk(tixla~xn)a lékgn’ (2)

konstant ist (0 < b < ¢ < a).

(b) H. fi...., f, mogen den Differenzierbarkeitsvoraussetzungen unter (a) ge-

niigen. Zu jeder Losung x : [b.c] — Q (0 < b < ¢ < a) von (2) gebe es eine
Konstante a = a(x) mit

Hi.x(t))=a, b<t<ec
Zeigen Sieo dass H die Gleichung (1) erfiillt.

Fortsetzung nichste Seite!
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Aufgabe 3
Betrachtet wird das ebene autonome System

T=y , :
i . ' Y= —sinx (3)

um den Gleichgewichtspunkt (o, 0)

(a) Finden Sie ein stetig differenzierbares H=H (z,y), das auf den Losungen
- von (3) konstant ist.
Hinweis: Suchen Sie ein H mit & = Hy, Yy = —Hx. Warum lst H dann
~ konstant auf den Losungen von (3)? - ' -

(b) Begriinden Sie anschaulich, warum die Losungskurven (x(t) y(t)) von (3)
in der Nihe von (0, 0) geschlossen sind.
Hinweis: Untersuchen Sie H auf Extrema.

Aufgabe 4 ' _ .
Die Koeffizienten ¢, der Potenzreihe .7-' (2) = 3.2 5 caz™ seien durch die/Rekursionsformel
n-1
Cp, = Z CikCn—k fur n>2
k=1

‘und die Anfangsbedingungen co =0, ¢; = 1 definiert.
(a) Zeigen Sie: F(2) = z + F(z)2.

(b) Bestimmen Sie den Konvergenzradlus von F(z).
Hinweis: Benutzen Sie Teil (a).

Aufgabe 5
Sei f:C\ {0} — C holomorph mit

1 1 .
f(iﬁ)—Oundf<‘2n+1)_lfmn_EN"

Zeigen Sie, dass es eine Nullfolge (z,)nen C C\ {0} gibt mit

flzn) — €™ fiir n — oo.

(Hinweis: Welche Art Singularitiit muss f in 0 haben?)
Gibt es eine Funktion f mit obigen Eigenschaften?



