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Thems Nr. 3
{Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Rechnungen und Schlussfolgerungen sind mit einem erklarenden Text zu versehen; Losungen,
die nur aus Rechnungen bestehen, erhalten keinen Punkt. Auf jede Aufgabe werden maximal 6
Punkte vergeben.

Aufgabe 1:

(1+1+41+43 Punkte)

Das Vektorfeld f: R? — R? | f(zy,22) = (sin(xs), —sin{z1)) bestimmt die Differentialgleichung

& = fla).

a) Zeigen Sie: Fiir alle Anfangswerte rq € R? existiert eine eindeutige Losung ¢,, : R — R2.

b) Bestimmen Sie alle Gleichgewichtspunkte (Ruhelagen) in R

¢) Zeigen Sie, dass die Funktion H : R* — R, H(x, x2) = cos{x;)+cos(xs) eine Erhaltungsgrofe
(Konstante der Bewegung) ist.

d) Welche Gleichgewichtspunkte sind Liapunow-stabil, welche instabil? Benutzen Sie Teil ¢) zum
Nachweis der Liapunow-Stabilitét.

Aufgabe 2:
14+1-+1+3 Punkte) Betrachten Sie die Funktionenreihe f(x) = > = 2 "sin(2"x).
S 7=0) /

a) Zeigen Sie, dass die Reihe fiir alle © € R konvergiert, also eine Funktion f : R — R definiert.

b) Zeigen Sie, dass [ stetig ist.
Hinweis: Sie kémnen die GleichmaBigkeit der Konvergenz benutzen.

¢) Zeigen Sie, dass [ periodisch mit Periode 27 ist.

d) Zeigen Sie, dass f in 0 nicht differenzierbar ist, indem Sie fiir die Differenzenquotienten

f(r/2%) - f(0)
dy =

; (ke N)
) 2k s

gkl Lo s } o . . .
= sin( 5%y ) ableiten und folgern, dass gilf: limg o0 dp = +00.

die Beziehung dp.q = dp +

Aufgabe 3:

(2+2-+2 Punkte) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) Jede holomorphe Funktion f: By(0) = {2z € C: 2] < 1} — C it
flz) =1 firalle z € B(0)

ist konstant.
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b} Jede holomorphe Funktion f: € - C mit

fled+i)=flz)=fle+1) furallezeC

/

ist konstant.

¢) Jede holomorphe Funktion f: C — € mit

Flk) = f(ik) = f(0) firallekeZ

/

ist konstant.

Aufgabe 4:

. , - iz
(14441 Punkte) Es sollen die komplexen Integrale I, := jﬁ), £~ dz benutzt werden, um zu
.
. . e . rOC sin{z) Ve y
zeigen, dass das uneigentliche Riemann-Integral J == .jo 2048 gy existiert, und um dessen Wert
zu bestimmen. Dabei setzt sich der geschlossene Weg , fiir n € N aus den folgenden Teilwegen

Zusammen:

r'l\ - { i
v [=m 0 = € Yo (1) = e /n,

79y
{2y ca g
A /

y

i

W [0n] - €, Wty = n+it,

(4 - 5 (4, N .
“l} cenen) - O Yo () = ni —t,

' [0,n] = C, AP (t) = n(~1+1) — it,

+ [—n, ~1/n] — C, D) (1) = t.

7, hat damit die Form eines Rechtecks mit einem Halbkreis um Null.
a) Zeichnen Sie das Bild eines Wegs =y, und beweisen Sie, dass fir alle n € N gilt: 1,, = 0.

b} Berechnen Sie fiir I;"” := [ o ==dz jeweils den Limes

I = lim IM (fir b =1,3,4.5) und darans lim (/& + 19

[ Assge s Fhmd OO
¢) Folgern Sie, dass das Integral J existiert, und berechnen Sie seinen Wert.
Aufgabe 5:
(6 Punkte) Berechnen Sie fiir alle ¢ € R die allgemeine Losung der Differentialgleichung
oy

2(t) + x(t) = sinfat).

Untersuchen Sie, fiir welche Werte des Parameters a jede Losung ¢ - R — R unbeschrankt ist.



