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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Rechnungen und Schlussfolgerungen sind mit einem erklirenden Text zu versehen; Ldsungen,
die nur aus Rechnungen bestehen, erhalten keinen Punkt. Auf jede Aufgabe werden maximal 6
Punkte vergeben.

Aufgabe 1: (145 Punkte)
Begriinden Sie, dass das uneigentliche Riemann-Integral
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existiert, und berechnen Sie I mithilfe des Residuensatzes.

Aufgabe 2: (2+1+3 Punkte)
Zeigen Sie, dass das Differentialgleichungssystem erster Ordnung
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auf dem Phasenraum R2

L. fiir alle Anfangswerte 2y = (%o, 7o) € R? eine eindeutige Losung ¢,, : R — R? besitzt;

2. Zeigen Sie, dass die Funktion F': R? — R, F(z,y) = y?/2 — cos(z) eine Erhaltungsgrofe ist,
also entlang der Losungskurven ¢,, konstant ist.

3. Bestimmen Sie, ob die Gleichgewichtslage 0 € R? stabil oder sogar asymptotisch stabil ist.

Aufgabe 3: (6 Punkte)
Berechnen Sie, fiir welche Anfangswerte z, € R3 die Losung der linearen Differentialgleichung
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T Az mit der Systemmatrix A:=| 4 5 ¢
789
1
fiir £ — +oo gegen die Ruhelage r := | _2 | konvergiert.
1

Hinweis: Sie miissen nicht die allgemeine Losung der Differentialgleichung bestimmen, um die
Aufgabe zu l6sen. -

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4: (2+2+2 Punkte)

Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch? Beweisen Sie die Aussage oder geben
Sie ein Gegenbeispiel.

1. Stetige Funktionen f : [a,b] — R sind gleichmé8ig stetig.

2. Die Umkehrfunktion f~! : (¢,d) — (a,b) einer stetig differenzierbaren streng monotonen
Funktion f : (a,b) — (c,d) ist ebenfalls stetig differenzierbar.

3. Die Funktion f : R = R, f(z) = 1/(1 + z?) ist reell-analytisch, und ihre Potenzreihendar-
stellung bei = 0 besitzt den Konvergenzradius 1.

Aufgabe 5: (1414-2+2 Punkte)
Gegeben sei die Potenzreihe f(2) = ) > 22", Zeigen Sie:

1. Der Konvergenzradius von f ist 1.
2. Fiir k € Np und z € C mit |2] < 1 gilt | f(22°)| < |£(2)| + k.

» - k— . . . . —
3. Sei k € Ny und p eine 2*-te Einheitswurzel. Dann gilt — 11,1(§1<1t<1 If(tp)| = oco.

4. Fir keinen Punkt z des Randes seines Konvergenzgebietes ist f auf eine offene Umgebung
von z holomorph fortsetzbar.



