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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Rechnungen und Schlussfolgerungen sind mit einem erkldrenden Text zu versehen; Losungen,
die nur aus Rechnungen bestehen, erhalten keinen Punkt. Auf jede Aufgabe werden maximal 6
Punkte vergeben.

Aufgabe 1: (244 Punkte)

(a) Finden Sie eine holomorphe Funktion f: C\ {~1,1} — C, welche in den Punkten —1
und 1 wesentliche Singularititen mit den Residuen

Res_1(f) = —1, Resi(f) =1
besitzt. Ist f durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt?

(b) Sei f die in (a) gefundene Funktion. Fiir a € [0, c0[ sei v, der geschlossene Weg, der die
Punkte

24+at, —2—14, —2+4+14, 2— i, 2+ i

in der angegebenen Reihenfolge durch Geradenstiicke verbindet. Fiir welche Werte von « ist
das komplexe Wegintegral

f(z)dz

Yo
definiert? Berechnen Sie das Integral fiir diese Werte von a.

Aufgabe 2: (343 Punkte)

(a) Zeigen Sie fiir alle natiirlichen Zahlen n

n

D (4K® — 6K?) =n* — 20> —n.
k=1

(b) Zeigen Sie durch Induktion in n, dass fiir G,(k) := [[)—y(k + £) (also mit Go(k) = 1) die
Formeln

- 1
; _Gr(k) = mGrH (n)

gelten, fiir alle r € NU {0} und alle n € N.

Fortsetzung nichste Seite!
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Aufgabe 3: (2+4 Punkte)

Sei D :={z € R? | |z| := /2] + 25 <1} und f: D - R?, f(z) := ((1 — =)7L, ).
Zeigen Sie:

(a) Das Anfangswertproblem
& = f(z), z(0) =0

besitzt eine eindeutig bestimmte, maximale Lésung,.

(b) Fir diese maximale Losung z: ]a,b(— D, wobei —co < a < 0 < b < o0, ist b < 1,
z(b) :== 1111;3:(15) existiert, und |z(b)| =1, 0 < z2(b) < 1/4.
_)

Hinweis: Die Trajektorie der Losung lisst sich als Graph einer Funktion darstellen und
deren Ableitung lisst sich geeignet abschiitzen.

Aufgabe 4: (442 Punkte)

(a) Sei f: R — R stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass fiir jede Losung der Differentialgleichung
& = f(z)
genau eine der folgenden Aussagen zutrifft:

(i) = ist streng monoton wachsend.
(ii) z ist streng monoton fallend.

(iii) z ist konstant.

(b) Bleibt die Aussage in (a) richtig, wenn f: R — R nur als stetig vorausgesetzt wird?

Aufgabe 5: (343 Punkte)

(a) Firn € Nsei f,: [0,00[= R, f,(z):= %e‘%. Zeigen Sie, dass die Folge (fn)nen auf [0, oo]
gleichméBig gegen 0 konvergiert, und bestimmen Sie

lim /oo fo(z) dz.
0

n—roo

(b) Sei f: [0,1] — R stetig mit f(0) = 0. Bestimmen Sie

lim /1 f(z™) d=.
0

n—o0



