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. Thema Nr. 3
{Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabéngruppe zu bearbeiten!

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten. Alle Rechnungen und Schlussfol-
gerungen sind mit einem erklirenden Text in ganzen Sdtzen zu versehen; Losungen, die nur aus
Rechnungen bestehen, erhalten keinen Punkt. Auf jede Aufgabe werden maximal 6 Punkte ver-
geben. Die Punkte fiir die Teilaufgaben sind jeweils in Klammern angegeben :

-Aufgabe 1:

Firee € und r > 0 sei D{a,r) = {z€C |z —al <7}
a) Sei h: D(0,2) — © eine holomorphe Funktion mit h(z) € R fir alle z € RN D(O; 2).
i) Zeigen Sie, dass - A |
h™(z) € R fir alle 2 € RN D(0,2) und alle 7 € N gilt.
i) Folgern Sie aus (i) die Beziehung

h(z) = h(Z) ﬁ& alle z € b(a-, 2). |

iii} Gelte zusitzlich h(iy) € {it : ¢ € R} fiir alle y € RN .D(0,2). Dann ist
h(~z) = ~h(z) fir alle z € D(0,2).

Beweisen Sie diese Gleichung!
(3 Punkte)

b} Sei f: D{a,r) -+ C eine holomorphe Funktion mit f{a) = 0 und |f(2)] < Sfirallez € D(a r)
i) Bestimmen Sie eine biholomorphe Abb}ldung von D(O 1) auf D(a 7).

ii) Zeigen Sie, dass

[f(2)] < 75: ‘jz—a| ° firalezc D(a,*r) gilt.
(3 Punkte)

Aufgabe 2:.

a) Sel z=1z +iy mit 2,y € R und y +# 0. Zeigen Sie, dass

1
jsin(z)| > > 5 (e — &MY ist,

(Hinweis: Man kann von der Formel sin(z) = % (el — e-""iz) fir alle z € € ohne Beweis -
Gebrauch machen.) : ‘

(3 Punkte)

. Fortsetzung néchste Seite!
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b) Gegeben sei die Funktionenfolge {fa}22,, mit

falz) =

Geben Sie die Menge M aller Punkte z € © an, fiir die {f,(2)}%°.; konvergiert, und bestimmen
Sie die Grenzfunktlon

sm(nz) e

f() = Jm fuz),  zEM.

(3 Punkte)
- Aufgabe 3:

a) Bestimmen Sie die Potenzreihe fiir f{z) := (z — 1r) sin(z), z € €, um den Entwicklungspunkt
w = T o {2 Punkte)

b) Sei ¥(0) := €Y fiir 0 € [, ﬂ]

i)r Berechnen Sie [ := f,r Torl

dz.

i) Zeigen Sie, dass

f 2 cos(26) + ?03(39) " I,
0 5 + 4 cos(f) 8

- indem Sie das Wegintegral I in Teil (i) als Integral iiber [—m, ] betrachten. -
(4 Punkte)

Aufgabe. 4:.

Man bestimme die Gesamtheit aller reellwertigen beschrénkten Lésungen der Differex_ltialgl'eichung :

dtq 2y ods mre= 0
(6 Punkte)

Aufgabe 5:

Seien f,g :]0,c0[— R-stetige, nicht identisch verschwindende Funktionen und sei v das durch
@) \ : e

vz, y) = auf M := {(z,y) € R® : 2,y > 0} definierte Vektorfeld. Seien F,G Stamm-
g() o

funktionen von f baw. g.

a) Man zeige, dass die Funktion F(z,y) = F(y) — G(z) auf M ein erstes Integral von v ist. (Ein
erstes Integral ist eine Frhaltungsgrdfe, also eine stetig differenzierbare Funktion F, deren
Ableitung langs des Vektorfeldes v verschwindet; d. h, E'(z,y}v(z,y) = 0. Ein erstes Integral
‘ist demnach auf Integralkurven konstant.)

(2 Punkte)

Fortsetzung nichste Seite!
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- 1/y ) -
b) Man betrachte nun-das spesielle Vektorfeld v(z,y) := , (z,y) € M, und skizziere
' 1/z '
dessen Phasenportrait.
(2 Punkte)
. af(t) _ .
¢) Man bestimme die maximale Lésung v : J — M, u(t) = , des Anfangswertproblems
B(t)

' I/y | {=2(0) e

= - ’ = )

' 1 ¥(0) 1

, ' . (2 Punkte)
(Hinweis: Bs gilt E(u(t)) = E(u(0)) fir alle t € J.)




