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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Bei den folgenden Aufgaben sind alle Schlussfolgerungen und nichttrivialen Rechnungen mit
einem erklcdrenden Text zu begriinden. Auf jede Aufgabe werden maximal 6 Punkte vergeben;
die hochste erreichbare Punktezahl betrcgt 36 Punkte.

Aufgabe 1:

Fiir welche p € (0,00) besitzt das Anfangswertproblem

d
—z=zf |, z(0)=1
& (0)

eine eindeutige Losung, dessen maximales Losungsintervall
a) [0,00) enthalt?

b) (—00,0] enthalt?

Aufgabe 2:

a) Schreiben Sie das Differentialgleichungssystem

d 2 2
d—t:vl = pz; — 3, — %,(%] + T5)

d % 5
S =0~ P — (2] +z5)

in Polarkoordinaten (7,¢) mit T, =TCosy, T, =Tsineg.

b) Bestimmen Sie die Werte des Parameters p € R, fiir die die Gleichgewichtslage 0 € R? des
Differentialgleichungssystems asymptotisch stabil ist. |
Zur Erinnerung: Eine Gleichgewichtslage z, heiBt asymptotisch stabil, falls
fiir jede Umgebung U von z, eine Umgebung V' C U von z, existiert, so dass das Anfangs-
wertproblem fiir alle z € V und alle ¢ > 0 16sbar ist und die Losungen ¢ (t) € U sind fiir
t > 0, und eine Umgebung W von z, existiert mit

lim z(t) =z, firalle z(0)eW.

t—00 .
Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 3:

Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

d’z dx

—+3— + 2z = cos (2t

g 8 T sl
Aufgabe 4:

a) Zeigen Sie, dass die Reihe

f= z z

3
M=—00 N=—00 (z LA )

eine meromorphe Funktion auf C definiert. Bestimmen Sie die Lage ihrer Polstellen!

b) Zeigen Sie, dass f(—2z) = —f (2) und fiir alle £ € C mit ganzzahligem Real- und Imaginirteil
f(z+ €)= f gilt.

Aufgabe 5:

Es sei ¢ der Weg ¢ (t) = e" (t €[0,2n]) und p das komplexe Polynom p(¢) = Z:=o aka, mit
Koeffizienten a, €R und p(¢)=0 fir (| >1.
Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das Integral

—1——dz.

)

Aufgabe 6:

Fir k£ € N betrachte die (ganze) Funktion

k
E ()= (1—2)exp [ZZT)

I=1
Zeigen Sie, dass fiir alle z € C mit |2 < 1 gilt:
|Ex(z) — 1] < 4]z
Hinweis: Fiir |2/ < 1 und den Hauptwert Log des Logarithmus gilt

Z—: —Log(1—2).



