Herbst 2024 Einzelprifungsnummer: 63910

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Zum Erreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankengénge sprachlich ange-
messen, nachvollziehbar und logisch exakt zu begriinden. Fiir jede der 5 Aufgaben werden maximal
6 Punkte vergeben. Die héchste erreichbare Punktzahl betréigt somit 30 Punkte.

Aufgabe 1:

a) Sei
1
F:R* =R, (z,9) — §y3+x2y—ajy.
Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von F und entscheiden Sie begriindet, welche lokale
Maxima bzw. lokale Minima sind.

b) Bestimmen Sie alle stationéren Losungen des Differentialgleichungssystems

&=a%—z+9°
Y=y —2zy.

Entscheiden Sie begriindet, welche stationiren Losungen stabil bzw. instabil sind.
(3 + 3 Punkte)

Aufgabe 2:

a) Entscheiden Sie, ob die Funktion cos : C — C, z cos(z) beschrénkt auf C ist. Begriinden
Sie Thre Antwort!

b) Uberpriifen Sie, in welchen Punkten z € C die Funktion [:C—C, f(z) = ZIm(z) komplex
differenzierbar ist.

c) Zeigen Sie, dass es keine holomorphe Funktion f : C — C gibt mit

1 n
— | = lr al .
f(n) T2 fiir alle neN

(1 4+ 2 + 3 Punkte)
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Aufgabe 3:
Es sei

f:0\{0,1,2} — C

0.t ()

a) Bestimmen Sie fiir jede der isolierten Singularitéten von f den Typ und berechnen Sie jeweils
das Residuum.

b) Essei V:={0}Uu{ze€C:| -2 < 3 }. Zeigen Sie, dass die Einschrénkung fleyw von f auf
C\V eine Stammfunktion besitzt.

(4 + 2 Punkte)

Aufgabe 4:
Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

V1—-2? firze[-1,1]

0 fur [z] > 1

fz) =

a) Bestimmen Sie alle konstanten Losungen der Differentialgleichung y' = f(y).

b) Zeigen Sie, dass jede maximal fortgesetzte Losung der Differentialgleichung 3’ = f(y) mono-
ton wachsend ist und auf ganz R existiert.

c¢) Berechnen Sie explizit eine Losung v : R — R des Anfangswertproblems

v =fy), v (g) =0.

d) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem

nicht eindeutig l6sbar ist.
(1 4+ 2 + 2 4 1 Punkte)
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Aufgabe 5:

a) Essei f: R — R zweimal stetig differenzierbar. Es sei ferner f (0) = 0 ein lokales Minimum
von f. Zeigen Sie, dass

1
/ (1 —t)22 f"(tz)dt
0

fiir alle z € R gilt.

b) Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Das Standardskalarprodukt auf dem R™ wird mit (-, )
bezeichnet. Sei ' : R® — R zweimal stetig differenzierbar. Sei ferner F(0) = 0 ein lokales
Minimum von F'. Die Hessematrix von F' im Punkt z € R™ bezeichnen wir mit H 7(2). Zeigen
Sie, dass

Flz) = / (1 ¢)(z, He(tz)z)dt

fiir alle z € R™ gilt.
(3 + 3 Punkte)
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