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Aufgabe 1
(a) Es sei K = F, der Korper mit 2 Elementen. Finden Sie ein Polynom f in K|[x], das die Kongruenz
4+ +x2+1)-f=x>+1 mod (x*+1)
in K[x] erfiillt.

(b) Es sei K = F3 der Korper mit 3 Elementen. Gibt es dann zu jedem g € K|[x] ein f € K[x], so daB die
Kongruenz

(x2+1)-fzg mod(x3—}—1) (%)

erfiillt ist?
(c) Finden Sie in der Kongruenz (x) fiir g = 1 eine Losung f € F3[x].
Losung: (a) Durch Probieren findet man schnell, da f =0 und f = 1 nicht taugen, f = x hingegen schon:
@ +x*+ 3+ 2 4+x+1)=0 mod (x*+1).
(b) Die Frage ist, ob es zu jedem Polynom g Polynome f und / gibt, sodaf}
P+ fHE 1) h=g

gilt. Das sieht nach dem euklidischen Algorithmus aus: Die Polynome x> + 1 und x> + 1 sind teilerfremd.
Damit existieren f und A mit 5
WPH1)-FHE+1)-h=1.
Mutiliplikation dieser Gleichung mit g liefert f und 4, ndmlich f =g- fund h = g - h.
(c) Hier bendtigen wir konkret das Polynom f, das hier gleich f ist. Der euklidische Algorithmus liefert:
CH1l= 2+ x—x+1 und ¥ +1=(—x+1)-(—x—1)+2

und damit

2=(x+1)-(CH+1)+(1—x—2)- (P +1),
d.h.

1=(2x+2)- (P4 1D+ Q2+x+x) - (2 +1),
damit taugt f = 2+ x4 x°.

Aufgabe 2 Es sei K = F> und f = x* +x° + x> + x4+ 1 € K[x]. Bestimmen Sie die Galoisgrupe von f iiber
K.
Losung: Wegen

C—1=x—1) P+ x4 1)

1



Ist der 5-te Kreisteilungskdrper Ks iiber K (das ist der Zerfillungskorper von x° — 1 iiber K) auch der
Zerfillungskorper von f iiber K. Bekanntlich ist K,,/K dann galoissch, wenn CharK { n. Das ist hier
erfiillt, » = 5 und CharK = 2. Bekanntlich ist die Galoisgruppe zu einer Untergruppe von Z,’ isomorph
und genau dann zu Z,° isomorph, wenn f irreduzibel iiber K ist (vgl. Lemma 28.8, Karpfinger/Meyberg,
Algebra, 2. Auflage).

Wir begriinden nun, daB f irreduzibel iiber K ist: Wegen f(0) # 0 # f(1) hat, f keine Wurzel in K. Falls f
einen Teiler vom Grad 2 hat, so hat f auch einen irreduziblen Teiler vom Grad 2. Das einzige irreduzible
Polynom vom Grad 2 lautet x> + x + 1. Eine Division mit Rest liefert:

f=@+x+1)x>+x+1.
Damit ist begriindet, da8 f irreduzibel ist. Damit ist die Galoisgruppe von f iiber K zu Zs isomorph.

Aufgabe 3 Die Diedergruppe Dg, also die Symmetriegruppe des reguldren Sechsecks, und die alternie-
rende Gruppe A4 haben beide zwolf Elemente.

(a) Zeigen Sie, daf} die Gruppen Dg und A4 nicht isomorph sind.

(b) Geben Sie eine weitere nichtabelsche Gruppe der Ordnung 12 an, die zu den beiden genannten Grup-
pen nicht isomorph ist.

Losung: (a) In der Gruppe Dy gibt es ein Element der Ordnung 6, ndmlich o : { — e%c. Die A4 besteht
bekanntlich neben dem Einselement (1) aus den Doppeltranspositionen (12)(34), (13)(24), (14)(23) und
den 3-Zyklen (123), (132), (243), (234), (124), (142), (134), (143). Keines der Elemente in der A4 hat
die Ordnung 6. Die beiden Gruppen konnen also nicht isomorph sein.

(b) Es gibt bekanntlich genau drei nichtisomorphe nichtabelsche Gruppen der Ordnung 12. Das sind D,
A4 und Z3 x Z4. Das semidirekte Produkt Z3 x Z4 besteht dabei aus den Elementen

Zs x Zs = {(0,0), (0, 1), (0,2),(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,1),(2,2), (2,3)} .

Weiter betrachten wir den Homomorphismus 6 : Z4 — Aut(Z3), gegeben durch

0—0 0—0 0—0
0=1Id, 1sa: 12, 2502: 1=1,3502:{ 1—2 .
21 22 21

Die Verkniipfung o in Z3 x Z4 ist erklirt als
(a,b)o (c,d) == (a+0’(c),b+d).

Hierdurch wird Zs x Z4 bekanntlich zu einer Gruppe mit 12 Elementen.
Die Gruppe Z3 X Z4 ist nicht abelsch, da z. B.

(I,1)o(1,0) =(0,1) # (2,1) = (1,0) 0 (1,1).

Die Gruppe Z3 X Zg4 ist auch nicht isomorph zu A4 bzw. Dg, da Z3 X Z4 eine zyklische Untergruppe
U ={(0,0,(0,1),(0,2),(0,3)} der Ordnung 4 hat, die Gruppen A4 bzw. D¢ jedoch nicht.

Aufgabe 4 Fiir ein Polynom f € R[x]| bezeichne f’ die Ableitung. Es seien ay,...,a, € R verschiedene
reelle Zahlen, und es sei I die Menge aller Polynome f € R[x| mit

fla) = f(a;) =0 fiir i=1,...,n.

Zeigen Sie:



(a) Iistein Ideal im Polynomring R|[x].
(b) I wird erzeugt von dem Polynom [T, (x — ;).

(c) Wieviele Ideale besitzt der Faktorring R[x]/1?

Losung: (a) Da das Nullpolynom in 7 liegt, ist  nicht leer. Sind f und g aus I und & € R[x], so gilt

(f —&)(ai) = f(ai) — g(a;) = 0 und (hf)(ai) = h(a;) f(ai) =0 und
(f —8)(ai) = f'(ai) — §'(ai) =0 und (hf)'(a;) = h'(ai) f(ai) + h(a;) f'(a;) =0,

so daB f— g und h f wieder in I liegen. Wegen der Kommutativitit von R[x] ist / ein Ideal von R[x].

(b) Zu zeigen ist I = ([T, (x — a;)?).

Essei f € I. Wegen f(a;)) =0= f’(ai) hat f die n doppelten Wurzeln ay,. .., a,. Damit ist [T (x — a;)?
ein Teiler von f, es folgtf € (T (x— a)?).

Essei f € ([T (x—a;)?). Dann ist f von der Form f = g [T", (x — a;)* mit einem Polynom g € R[x].
Offenbar gilt f(a;) =0 fiir alle i = 1,...,n. Wir ermitteln f'(a;), dazu setzen wir h := [T, (x — ;) und
beachten, daB /’(a;) = 0; damit erhalten wir:

f(ai) = g'(a;) h(a;) + g(a;) ' (a;) = 0.

Damit ist die Gleichheit 7 = ([T (x — a;)?) gezeigt.

(c) Wegen ggT((x —a;)?, (x —a;)?) = 1 fir i # j sind die Ideale I) = ((x —a1)?),...,L, = ((x — an)?)
paarweise teilerfremd; es gilt I; + 1; = R[x]| fiir i # j. Weiter gilt

I=(x—a)* - (x—an)’) = (x—a1)’)U---U((x—a)?).
Nach dem (allgemeinen) chinesischen Restsatz gilt nun:
(+)  RRI=REK/x--Rx]/.

Jeder Faktor R[x]/I; hat nach dem Korresponenzsatz genau drei verschiedene Ideale, da jedes solche
Ideale mit einem Ideal in R[x] korrespondiert, das ((x —a)?) umfaBt, und hierfiir kommen genau die
Ideale (1), (x—a;), ((x—a,)?) in Frage. Damit hat der Ring rechts in (x) genau 3" Ideale. Der Ring
R[x]/I hat wegen der Isomorphie genauso viele.



