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Aufgabe 1 (Friihjahr 2004) Geben Sie eine Untergruppe der Ordnung 21 der symmetrischen Gruppe S7
an.

Losung. Wir wihlen eine Untergruppe U und einen Normalteiler N von S7 mit |U| = 3 und |N| =7 (und
UNN = {e}). Es ist dann bekanntlich U N eine Untergruppe von S7 mit |[U N| = 21. Das Problem: Was
wihlen wir fiir N?

Andere Losung: Wir wihlen zwei Untergruppen U und N von S7 mit [U| =3 und |[N| =7 (und UNN =
{e})und UN = NU. Es ist dann bekanntlich U N eine Untergruppe von S7 mit |[U N| = 21.

Wegen der Primzahlordnungen von U und N sind beide Gruppen zyklisch, U = () und N = (t); und die
Bedingung U N = N U lautet dann: Zu (i, j) gibt es (r,s) mit

o't/ =1¢°.

Dies folgt bereits aus

1

oto ! =1* fiirein k.

1

Wir wihlen nun T = (1234567) und bestimmen 6 so, daB 6to~! = 1 fiir ein k gilt: Wir probieren es

zuerst mit
12 = (1357246).

Wegen
: ot ! = (6(1)5(2)6(3)5(4)5(5)6(6) (7)) = (1357246)

erhalten wir
c=(235)(476),

ein Element der Ordnung 3.
Mit U = (o) und N = (1) erhalten wir durch U N eine Untergruppe der S7 von der Ordnung 21.

Aufgabe 2 (Friihjahr 2004) Der Ring R = {n+m+/—2|n, m € Z} ist bekanntlich ein euklidischer Ring
beziiglich der Norm N (n+ my/—2) = n®> 4+ 2m?.

(a) Zeigen Sie, daf} 11 ein zerlegbares und 13 ein unzerlegbares Element in R ist.
(b) Zeigen Sie, daB der Restklassenring R/13R ein Korper ist. Aus wieviel Elementen besteht er?

(c) Verwenden Sie den chinesischen Restsatz, um R/11R als direktes Produkt von zwei Korpern darzu-
stellen.



Losung. (a) Fiir die 11 kdnnen wir eine Zerlegung angeben:

11=0B+v=-2)3-V-2),

dabei sind die Elemente 3 4+-+/—2 keine Einheiten, es gilt nimlich N(3 ++/—2) = 11 und Einheiten haben
die Norm 1 (1 =N(1) =N(aa™') = N(a)N(a~"), beachte: N(a) € Ny).
Angenommen, das Element 13 ist zerlegbar, 13 = a b mit Nichteinheiten a und . Dann gilt

1313 =169 = N(13) = N(a) N(b), also N(a) =13 und N(b) = 13.

Aber es gibt kein Element 7 + m+/—2 € R mit n> +2m? = 13. Somit ist 13 unzerlegbar.

(b) Da 13 unzerlegbar ist, ist (13) = 13R ein maximales Ideal. Somit ist R/(13) ein Korper. Offenbar gilt
IR/(13)| = 169.

(c) Wir betrachten die Ideale I = (3++1/—2) und J = (3 — /—2) von R. Wegen N(3 4 +/—2) = 11 sind
I und J maximal und R/I und R/J Korper. Wegen der Maximalitit und der Verschiedenheit von / und J
gilt I+ J =R, so daB} I und J teilerfremd sind. Weiter gilt /NJ = (11), daINJ =1J = (11). Nach dem
chinesischen Restsatz erhalten wir

R/(11)=R/IXR/J.

Aufgabe 3 (Friihjahr 2004)

(a) Geben Sie die Anzahl und die Grade der irreduziblen Teiler des Polynoms X*> — 1 im Polynomring
Z[X] an. Wie lautet der irreduzible Teiler vom Grad 6?

e . 2ni 2ri o
(b) Die Einheitswurzeln § = e? bzw.ol=e3 erzeugen die Korper

Ko =Q(§) bzw. K3 =Q(a).
Geben Sie die Bahn von & unter den Galoisgruppen G = Gal(Ko/Q) bzw. H = Gal(Ky/K3) an.

(c) Geben Sie die Zerlegung des Polynoms X® + X3 + 1 in irreduzible Faktoren im Polynomring K3 (X]
an.

Losung. Bekanntlich ist X" — 1 ein Produkt von Kreisteilungspolynomen, es gilt

X"—1=T] @
0<d|n

wobei @, das d-te Kreisteilungspolynom vom Grad @(d) ist; seine Wurzeln sind die primitiven d-ten
Einheitswurzeln. Damit haben wir

XY 1 = D Py D5 Dy D5 Dys .

Das Polynom hat damit 6 Teiler mit den Graden @(1) =1, @(3) =2, ¢(5) =4, ¢(9) =6, ¢(15) =8,
¢(45) = 24. Da die Kreisteilungspolynome iiber Q irreduzibel sind, haben wir alle irreduziblen Teiler
bestimmt. Der irreduzible Teiler vom Grad 6 lautet

X' -1 X% —1

= = =X+ x3+1.
o0, X_Dx2ixtn 4T

D

(b) Es sind K9/Q und Ky /K3 galoissch mit [Kg : Q] = ¢(9) = 6 und [Ko : K3] = @ = 3. Es gilt somit
|G| = 6 und |H| = 3. Genauer gilt

G={m8 EmE Emnt B Ent EnE.

2



und
H={8 E8 et}
da diese Elemente aus G die Ordnung 1 bzw. 3 haben und dies somit die eindeutig bestimmte Untergruppe

der Ordnung 3 von G ist.
Die Gruppen G und H operieren auf der Menge {1, &, &2, ...,E8}, wir erhalten als Bahnen von &;

G'E.-:{E.n E.:27 &47 E.asa Ejaég} und H'é:{&n E.s47 &7}

(c) Wegen &3 = o hat das Polynom P = X> — o € K3[X] das Element £ € Ko als Wurzel. Da P normiert
und iiber K3 irreduzibel ist (die Wurzeln &, £*, &7 von P liegen nicht in K3, ist P das Minimalpolynom von
& und somit ein (irreduzibler) Teiler von X 64+ X3+ 1. Eine Polynomdivision liefert

X+xX3+1=X-)X}+1+0).

Jetzt ist hochstens noch eine Zerlegung von X3 + 1 + o denkbar. Jede solche echte Zerlegung wiirde
aber eine Wurzel von X% + X3 + I liefern; diese Wurzeln sind die primitiven 9-ten Einheitswurzeln
E, E2, E* &, E7 E8; die Existenz einer echten Zerlegung hitte also zur Folge, daB eine und damit
alle primitiven 9-ten Einheitswurzeln in K3 liegen — ein Widerspruch, X3 4 1 + o, ist somit irreduzibel.

Aufgabe 4 (Friihjahr 2004) Fiir Primzahlpotenzen g bezeichne F; den Korper aus g Elementen.

(a) Bestimmen Sie die kleinste Zweierpotenz g = 2™, so daB3 der Korper F;, eine primitive 17-te Einheits-
wurzel enthilt.

(b) Es sei a ein erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe des Korpers Frs6. Welchen Grad hat
das Minimalpolynom f von a iiber F,? Welche Potenzen von o sind Nullstellen von f?

(c) Essei a wie in (b). Zeigen Sie unter Benutzung der Galois-Theorie, da3 das Polynom
g(X) = (X —o)(X —o*) (X —a'®) (X — ™)

Koeffizienten in F4 hat.

Losung. (a) Ein Element & € F, ist genau dann eine primitive 17-te Einheitswurzel, wenn &!7 = 1 und
€ # 1. Ein solches Element existiert genau dann in F;, wenn
17||F)f|=g—1=2"~1.
Wir testen dies fiir die ersten moglichen m:
1742 =1, 17422 =1, 17422 =1, 1742 =1, 17425 =1, 17420 —1, 17427 =1, 17| 28 —1.
Damit ist g = 256 fiir m = 8 die gesuchte Zahl.

(b) Wegen F>(a) = F,s gilt deg f = 8. Weiter ist die Korpererweiterung Fys /F> galoissch, wobei die
Galoisgruppe I vom Frobenius-Automorphismus 7 : x — x? erzeugt wird, I' = {id, 7, 7%, ..., 7’ }. Es sind
somit o, o2, o*, o8, o'®, a®?, o4, a!?® Konjugierte von o und damit Nullstellen von f.

(c) Multipliziert man g(X) aus, so sieht man, da} die Koeffizienten von g(X) Summen von Produkten der
Elemente o, o, a'® und a®* sind. Die Behauptung folgt also, wenn wir begriinden kénnen, dal3 diese
vier Elemente in Fy liegen, es liegen dann auch Summen von Produkten dieser Elemente in Fy.

Der Zwischenkorper Fy von Fys /P> ist der Fixkorper von I = {id, 72, t*, 1°}. Wegen

TZ(OC) — OL4, TZ(OC4) — OC16, ’52(0616) — (X64, ’CZ(O(64) -0

hilt 72 und damit auch alle anderen Elemente von I die Koeffizienten von g(X) fest. Damit folgt, daB
diese in Fy liegen.



