Herbst 2018 Einzelpriifungsnummer: 63912 Seite: 6

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

(a) Geben Sie die Definition einer auflisbaren Gruppe an.

(b) Sei d > 1 eine natiirliche Zahl. Geben Sie eine Definition fiir das d-te Kreisteilungspolynom
®4(X) iiber den rationalen Zahlen an.

(c) Geben Sie eine Formulierung des Satzes vom primitiven Element an.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

(a) Geben Sie ein normiertes Polynom mit rationalen Koeffizienten an, welches V2 + /T als
Nullstelle hat.

(b) Mit S, wollen wir die symmetrischen, mit A, die alternierenden Gruppen bezeichnen. Be-
griinden Sie, warum Az x A3 die einzige 3-Sylowgruppe von S3 x Sj ist.

(c) Sei f(X) = X%+ pX + g ein Polynom mit rationalen Koeffizienten. Was kénnen Sie iiber
die Galoissche Gruppe von f(X) sagen, wenn die Diskriminante A := p® — 4q ein Quadrat
in den rationalen Zahlen ist?

Aufgabe 3 (12 Punkte)
Mit Q bezeichnen wir den Kérper der rationalen Zahlen.

Sei f(X) ein irreduzibles Polynom fiinften Grades iiber den rationalen Zahlen, dessen galoissche
Gruppe isomorph zur symmetrischen Gruppe S ist. Mit L bezeichnen wir einen Zerféllungskérper
von f(X) iiber den rationalen Zahlen.

(a) Welchen Grad hat L iiber Q7 (Geben Sie eine kurze Begriindung an.)

(b) Seien z;, ..., z5 die Nullstellen von f(X) in L. Kann der Fall z; = x; mit i # j auftreten?
(Geben Sie eine kurze Begriindung an.)

(¢) Fiir jedes i = 0, ..., 5 betrachten wir die Zwischenerweiterung K; = Q(zi,...,z;)
(d.h. insb. Ko = Q) von L iiber Q. Bestimmen Sie den Grad von K;, iiber K;
firi=0..:; 4

(d) Geben Sie Begriindungen dafiir an, warum f(X) iiber Q nicht, dafiir aber iiber K auflésbar
ist.

Fortsetznne nichste Seite!
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

Zur Erinnerung: Eine komplexe Zahl heifit algebraisch, wenn sie Nullstelle eines Polynoms mit
rationalen Koeffizienten ist.

(a) Sei n > 1 eine natiirliche Zahl und sei c € C" ein nicht verschwindender Vektor aus kom-
plexen Zahlen. Zeigen Sie, dass eine komplexe Zahl z algebraisch ist, wenn eine rationale
n X n-Matrix A mit

existiert.
(Hinweis: Betrachten Sie das charakteristische Polynom von A.)

(b) Seien z und y zwei algebraische Zahlen. Benutzen Sie die Aussage aus dem ersten Aufgaben-
teil, um zu zeigen, dass z =  + y ebenfalls algebraisch ist. (Hinweis: Betrachten Sie einen
Vektor c, dessen Eintriéige von der Form z'y’ sind.)

Aufgabe 5 (12 Punkte)

(a) Sei Z der Ring der ganzen Zahlen. Zeigen Sie, dass der Ring Z[i]/(2) (wobei i = —1) genau
vier Elemente hat.

(b) Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Sei weiter ¢ € R. Zeigen Sie, dass jedes Element im
Quotientenring R[X]/(tX — 1) kongruent zu einem Element der Form aX™ modulo tX — 1
ist, wobei a € R und n > 1 eine natiirliche Zahl ist.

(c) Fiir einen kommutativen Ring R mit 1 wollen wir mit Spec(R) die Menge der Primideale
von R bezeichnen. Sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus in einen weiteren kommutativen
Ring mit 1. Geben Sie einen Beweis dafiir an, dass

¢~ Spec(S) — Spec(R),p — ¢ (p)
eine wohldefinierte Abbildung ist.



