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ABSTRAKT

Physikmeisterschaft fiir junge Physiker.
Bei der Aufgabe handelt es sich um ein komplexes System, bestehend aus einem sich in
der Ebene bewegenden elastischen Stab und einem daran befestigten sphérischen Pendel.

D as radial-azimuthale Pendel ist das 11. Problem des IYPT 2018, der internationalen

Lenkt man das radial-azimuthale Pendel aus, so beginnt das Pendel nicht nur in ,radialer®,
sondern auch in ,azimuthaler Richtung zu schwingen.

Hierbei versteht man unter radialer Schwingung die Schwingung eines Pendels unter dem
Einfluss der Schwerkraft, unter azimuthaler Schwingung die periodische Bewegung der Schwin-
gungsebene.

Es wurde ein mathematisches Modell aufgestellt, das die Bewegung beschreiben soll, die allge-
meinen Bewegungsgleichungen wurden numerisch gelost und ein Experiment zur Uberpriifung
der Theorie wurde durchgefiihrt.
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KAPITEL

PROBLEMSTELLUNG UND EINLEITUNG

Fix one end of a horizontal elastic rod to a rigid stand. Support the other end of the rod with a
taut string to avoid vertical deflection and suspend a bob from it on another string (see figure). In
the resulting pendulum the radial oscillations (parallel to the rod) can spontaneously convert into

azimuthal oscillations (perpendicular to the rod) and vice versa. Investigate the phenomenon.!

Abbildung 1.1: Das azimuthal-radiale Pendel

1Problem 11 des Aufgabenkataloges des 31. IYPT



KAPITEL 1. PROBLEMSTELLUNG UND EINLEITUNG

Bei dem Problem handelt es sich um gekoppelte Schwingungen. Der elastische Stab wird
mittels einer Schnur so fixiert, dass nur horizontale Bewegungen maéglich sind. Am Ende des
Stabes hiangt ein sphirisches Pendel, das sich frei bewegen kann. (siehe Abb. 1.1)

Im mathematischen Modell (Kapitel 2) wird der elastische Stab durch eine Punktmasse am
Ende eines masselosen Stabes beschrieben, deren Bewegung von Federn beeinflusst wird. Dies
soll die Rickstellkraft des elastischen Stabes abbilden. Das sphérische Pendel entspricht der
ublichen Darstellung, also einer Punktmasse befestigt an einem masselosen Faden konstanter
Lange.

Stellt man nun die fiir das System notigen Gleichungen mithilfe des Lagrange-Formalismus auf,

so konnen die allgemeinen Bewegungsgleichungen abgeleitet und numerisch gelost werden.

Mithilfe eines Versuchsaufbaus werden die Pendelbewegungen experimentell gemessen. Die ver-
wendete Apparatur (siche Kapitel 3, Abb. 3.1) entspricht genau dem in Abb.1.1 dargestellten
Aufbau.

Nach Durchfithrung des Versuches werden theoretische sowie experimentelle Ergebnisse mitein-

ander verglichen (sieche Kapitel 4).



KAPITEL

MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND THEORETISCHE LOSUNG

2.1 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

Um das Problem mathema-
tisch zu beschreiben, wird der
Lagrange-Formalismus benutzt.
Hierbei werden generalisierte
Variablen und Zwangsbedingun-
gen genutzt, um die Energieglei-
chungen des Systems aufzustel-
len und dann allgemeine Bewe-
gungsgleichungen mithilfe der
Euler-Lagrange-Gleichung abzu-
leiten.

Es wird hierbei ein rechtsdre-
hendes Koordinatensystem be-
nutzt. Hierbei ist die z-Achse die
Vertikale.

Der elastische Stab hat die Lan-
ge r und die Punktmasse m. Er
fangt im Ursprung des Koordi-

natensystems an und fallt in Ru-

Abbildung 2.1: Die Variablen des mathematischen Modells

helage mit der x-Achse zusammen. Seine Elastizitit wird mithilfe einer Federkonstante %,

beschrieben. Da die Stablinge konstant ist, bewegt sich der Aufhingepunkt des Pendels auf



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND THEORETISCHE LOSUNG

einer Kreisbahn. Daraus folgt:

(2.1) r=1\/xr(t)?+yr(t)?2 Vt

Da der Stab fixiert ist, kann er sich nur in der xy-Ebene bewegen. Es gilt:
(2.2) zr(t)=0 Vi

Das Pendel P hat die konstante Lénge [ und die Punktmasse M.
Wegen der konstanten Linge gilt:

(2.3) 1= \Jxp(2 + yp(t2 +2p(1)? Vi

Aus der Anzahl der oben genannten Zwangsbedingungen geht hervor, dass das System drei
generalisierte Variablen und deren zeitliche Ableitungen zur Berechnung benétigt. Diese sind der
Winkel des Stabes 01, der seinen Ausschlag in der xy-Ebene beschreibt, 62, der den Ausschlag des
Pendels von der Vertikalen beschreibt und 03, der die Rotation des Pendels um seine Vertikale
beschreibt. (sieche Abb. 2.1)

2.2 Herleitung der allgemeinen Bewegungsgleichungen

Der Ortsvektor 7 der Stabspitze des Stabes R ist:

XR cosbq
(2.4) F=|yr|=r]|sinb;
ZR 0
Und dessen zeitliche Ableitung 7 wird zu:
XR —sin 91
(2.5) F= YR | = ro1| cos 61
2R 0

Die Position des Pendels P wird durch die sphérischen Polarkoordinaten P beschrieben und mit

7 gekoppelt. Der Ortsvektor des Pendels [ ist definiert als:

Xxp sinf2 cos O3
(2.6) I=|yp|=P+F=1|sinOysinbs | +7
zp —cosbs
Die zeitliche Ableitung i von [ ist:
Xp cos 0z cos 305 — sin Oz sin 303
2.7 I= yp | =P +7F=1|cosOssin030s +sinfycos0305 | +7
2p sinfy09



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND THEORETISCHE LOSUNG

Die Lagrange-Funktion . ist definiert als:
(2.8) £L=T-V,

dabei ist 7" die gesamte kinetische Energie des Systems und V das Potential.

Nach Euler-Lagrange [1] gilt folgende Beziehung zwischen den generalisierten Koordinaten:

d 0%\ 0%
2)-52 -0

2.9 —
2:9) dt\og;’ 0gq;

Wobei ¢; die i-te generalisierte Koordinaten darstellt. Hier sind sie 01,602,03.

Die Energiegleichungen ergeben sich zu:

M- .
(2.10) T=Tp+Tp= =12+ 272
2" g
1 2
(2.11) V =Vg +Vp=§kny +Mgzp

Die Lagrange-Funktion wird nun zu:
1 .
<L = 5 (2glMcos 69 — kyr2 sin? 01+(m+ M)r? cos® 619%+

(2.12)
21 Mr cos 0101 (cos@z sinf30z + cos O3 Sin9293) + le(Gg +sin” 929%)) =0

Nun kénnen die allgemeinen Differentialgleichungen abgeleitet werden:

Die Gleichung fiir 67 ist:
rsinHl(ky - (m + M)H%) + (m +M)rcos¢91é1 + lMsin63(— sin@z(ﬂg + 6%) + c0s6292)+
19 IM cos B3 (2 cos 090503 + sin9293) =0

Man kann erkennen, dass die Bewegung des Stabes in komplizierter Weise sowohl von der
Pendelbewegung (u.a. von dem Riickstof3 des Pendels auf seine Aufthidngung, im Konkreten von
Winkel, Geschwindigkeit und Beschleunigung) abhéngt, als auch von der Riickstellkraft des
Stabes (=Federkonstante). Dies fithrt zu einer komplexen Bewegung des Stabes wie es in Abb.

2.5, 3.2 zu erkennen ist.

Die Gleichung fiir 64 ist:
(2.14) Oy = sineg(— % +9§c0592) - j}Tj‘lecosezsineg
Dabei ist jr: (siehe auch Gl. 2.4)

VR = —r(sin@léf - cos01é1)

5



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND THEORETISCHE LOSUNG

Dabei beschreibt der erste Term der Gl. 2.14 den Einfluss der Gravitation, der zweite Term
den Einfluss der Zentrifugalkraft und der dritte Term den Einfluss der riicktreibenden Kraft
des Stabes auf das Pendel. Ist der Aufhiangepunkt in Ruhe, also jz = 0, so reduziert sich diese
Differentialgleichung auf die eines spharischen Pendels [2]. Ist dariiber hinaus die Zentrifu-
galkraft gleich null (03 = 0), so reduziert sich die Differentialgleichung auf die eines ebenen,

physikalischen Pendels.

Die Gleichung fiir 03 ist:

.. 1 L. V
(2.15) by = — (— 90503 cos 0y — 2& c0s63)
sinfy l

Die GI. 2.15 kann umgeschrieben werden als:
2 d(. . 2 .
(2.16) l %(03 sin 02) = —[jyp sinfy cosb3

Hier beschreibt die linke Seite der Gleichung Gl. 2.16 die zeitliche Anderung des Drehimpulses
und die rechte Seite das durch die Stabbewegung erzeugte Drehmoment. Wegen der periodischen
Anderung des Drehmoments (cos63) stellt die Gleichung eine klassische Schwingungsgleichung
dar. Ist die rechte gleich null, also jz =0, so bleibt der Drehimpuls erhalten und die Gleichung
beschreibt die Dynamik eines sphérischen Pendels. Azimuthale Schwingungen finden nicht statt.
Die Grofle jr, die Schwingung des Stabes, ist also Ursache fiir die azimuthale Schwingung und
das koppelnde Element zwischen radialer und azimuthaler Schwingung.

Die Gleichungen GI. 2.13-2.15 stellen ein nichtlineares System gekoppelter Differentialgleichun-
gen dar. Solche Systeme sind im allgemeinen nicht analytisch l6sbar, sondern kénnen nur mit

numerischen Verfahren bearbeitet werden.



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND THEORETISCHE LOSUNG

2.3 Losungsansatz fiir die Singularitat

Bei der numerischen Bearbeitung der obigen DGL st6t man auf
eine Singularitit, wenn der Abstand des Pendelkérpers von der
Polstelle sehr klein wird. Aus Gl. 2.15 wird ersichtlich, dass wenn 2
02 — 0, O3 gegen unendlich lduft, da der Drehimpuls eine endliche
Grofe hat.

Der Abstand kann aus physikalischer Sicht nicht null werden, da ?T"
ein sphéarisches Pendel sich wegen der Zentrifugalkraft nicht un- i X
ter dem Aufhingepunkt befinden kann (siehe 2.14), ausgeschlos- L

sen ist der Trivialfall absoluter Ruhe. Um trotz der Singularitit
eine numerische Losung zu finden, wird ein neuer Variablensatz
mit folgenden Winkeln definiert: 61, 6, und 65.

Die neue Variable 0, ist der Winkel zwischen dem Pendel und Abbildung 2.2: Koordinaten-
der x-Achse (siehe Abb. 2.3), und 63 beschreibt die Rotation der System des elastischen Sta-
Pendelebene in der yz-Ebene (sieche Abb. 2.4). bes
Der neue Variablensatz lasst sich aus dem alten Variablensatz
mithilfe der Matrix R,(y) und dem Winkel y = g herleiten (dies

entspricht einer Drehung von § um die y-Achse).

cosy O siny 0 O
(2.17) Ry(y)= 0 1 0 |[=]10 1
—siny O cosy -1 00

Der Vektor der Kugelkoordinaten des Pendels P wird wegen der

Transformation zu P’:
Abbildung 2.3: Definition von

sinf; cos 0y 0!
- 2
(2.18) P'=1]sin6,sin0;
+cos 6, 3

Und die neuen Pendelkoordinaten I’ werden dann zu:

!
cos 92

(2.19) I'=Ry()P'+7=1| sinfsin6), |+
—sinfy cos 6} /

Auch die Startwerte miissen entsprechend der vorangegangenen X

Transformation umgerechnet werden:
Abbildung 2.4: Definition von

(2.20a) 0, = arccos (sin02 cos 03) 0!
3

(2.20b) 05 = arctan (tan 0 sin03)



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND THEORETISCHE LOSUNG

2.4 Numerische Losung

Nun, da die Singularitéat die numerische Berechnung des Systems nicht mehr stort, konnen
mithilfe von MATHEMATICA 12 STUDENT EDITION die Gleichungen numerisch gelost werden.

Die numerische Losung wird formal durch

L e oopteo
2.21) 0n(t)=0,0)+ Y | f (| 0nt,020020,040)dt)dt)
k=1 Ytr-1 Jir

beschrieben. Dabei ist ¢; der Zeitpunkt der i-ten Iteration und 6,(0) der Startwinkel der Variable
6,.

Die Losung kann nun als Funktion der Positionen in Abhéingigkeit der Zeit geplottet werden.
Die Abb. 2.5 zeigt als Funktion der Zeit die mit Hilfe der Winkel 61 bis 63 berechneten Positio-
nen des Pendels und seines Aufhdngepunktes. Hierbei wurden fiir die Kalkulation die gleichen
Parameter- und Startwerte (siehe Beschriftung unterhalb Abb. 2.5) wie im Experiment verwen-
det.

Theoretlsche Bewegung des Pendels und des Stabes

Hm AL

vuuuwvmuwv _—

0 5 10 15 20 25
Zeit (s)

Abbildung 2.5: Die Pendel- und Stabkoordinaten als Funktion der Zeit

Die Konstanten sind: / =0,23m, r=0,275m, M =0,04kg, m =0,004 kg, k), = 8,3 ’;—‘5",
g=9,81sﬂ2, T=27s . . .

Und die Startwerte sind: 61 =0,01=0,092=0,8 RAD, 05 =0,03=0,15RAD,03=0

In Abb. 2.5 kann man bereits gut erkennen, wie die Bewegung des Systems in etwa aussieht:
Wie erwartet dndert sich xp nur sehr geringfiigig, Ausschlége sind dann zu beobachten, wenn
der Abstand des Pendelkorpers in y-Richtung grof3 wird.

Bei xp, dem Graphen in blau, erkennt man, dass seine Amplitude abnimmt, widhrend yp zu-

nimmt. Dies ist der Ubergang von der anfinglichen radialen Schwingung in die radial-azimuthale

8



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND THEORETISCHE LOSUNG

Schwingung. Der Graph ist um die Stabldnge verschoben.

yp, das den azimuthalen Schwingungsanteil beschreibt, erreicht dann maximale Werte, wenn xp
minimale Werte erreicht. yp ist in Phase mit yg, da beide Schwingungen durch die Kopplung
stark voneinander abhéngig sind. zp nimmt ab, wenn yp zunimmt.

2.4.1 Die Energien des Systems

Auch konnen die Energien des Systems nun untersucht werden:

Energien des Systems

T T T T T T

0.00}
=] : : ; . . .
_O, _002.j ............................... ............................... .............................. ....... : — Klnetlsche Energle
o I I P
g _0_04? ............................... , .............................. \ ....... i POtentlal
5 [ | —— Gesamtenergie
~0.06
~0.08 AV TSI YV
I 1 1 ]
0 5 10 15
Zeit (s)

Abbildung 2.6: Die Energien des Systems

Die Konstanten sind: / =0,23m, r=0,275m, M =0,04kg, m =0,004 kg, k), = 8,3 ’Z—é',
g=9,81s%, T=16,13s . . .

Und die Startwerte sind: 61 =0,01=0,609:=0,8 RAD, 05 =0,03=0,15RAD,03=0

Die Gesamtenergie bleibt konstant, man kann also auf fehlerfreie Berechnung in diesem Bereich

schlieflen. Die kinetische Energie und das Potential verlaufen in entgegengesetzter Phase.



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND THEORETISCHE LOSUNG

2.4.2 Die Trajektorien

Plottet man die Trajektorie des Pendels, so kann man die azimuthale Schwingung des Pendels
erkennen. Dabei bewegt sich die Schwingungsebene des Pendels erst gegen den Uhrzeigersinn
und dann im Uhrzeigersinn zuriick. Die anfiangliche Bewegungsart (mit oder gegen den Uhrzei-
gersinn) hingt dabei von der Startgeschwindigkeit 03 ab. Ist 83 > 0, so bewegt sich das Pendel
anfangs gegen den Uhrzeigersinn, ist 63 < 0, so bewegt es sich anfangs im Uhrzeigersinn.

Der Startpunkt des Pendels befindet sich dabei in der oberen, rechten Ecke der rechten Ein-
buchtung der ebenen Trajektorie. Das Pendel bewegt sich dann bis zur unteren Ecke der linken
Einbuchtung und kehrt dann in Richtung des Ausgangspunktes zuriick.

Auch kann die Trajektorie aus Sicht der yz-Ebene betrachtet werden.

Ebene Trajektorie des Pendels

y-Achse

x - Achse

Trajektorie in yz-Ebene
z-Achse

Abbildung 2.7: Ebene Trajektorie des Pen-
dels

y-Achse

Abbildung 2.9: Trajektorie aus Sicht der yz-

Ebene
Raumliche Trajektorie des Pendels
¥ = Achse

z=Achse

— — y-Achse

Abbildung 2.8: Rdumliche Trajektorie des
Pendels

Die Konstanten sind: / =0,23m, r=0,275m, M =0,04kg, m =0,004 kg, k), = 8,3 ’§—§,

g=9,81%, T=16,13s
Und die Startwerte sind: ; =0, 6; =0, 62 =0,8 RAD, 05 =0, 03=0,15RAD, 65=0

10



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND THEORETISCHE LOSUNG

2.4.3 Periodische Bewegung des Pendels

In Abb. 2.8 werden die Positionen xp, yp, und zp gegen deren zeitliche Ableitungen xp, yp und
zp geplottet. Anhand des Graphen kann auf periodische Bewegung des Pendels geschlossen

werden, da die geplotteten Graphen ein periodisches Muster ergeben.

Position gegen Geschwindigkeit von xp(t)
0.45 T

0.35%
0.30%

£ 0250
0.20F
0.15F
0.10%
d
—xp(t)
dt
0.101
0.051
§ 0.00(
=0.051
=010
i n i
-0.5 0.0 0.5
d
—yplt)
dt
-0.16
34 ~ : =
_ -0. . ———— = \\\
s = e — — = = ——— =
v e < - , : > S PSS
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
d
—zp(t)
dt

Abbildung 2.10: Plot der Positionen gegen Geschwindigkeit des Pendels

Die Konstanten sind: [ =0,23m, r=0,275m, M =0,04 kg, m =0,004 kg, k, = 8,3 ’;—‘5,
g:9,8ls%, T=16,13s _ . _

Und die Startwerte sind: 6; =0,60,=0,602=0,8 RAD, 05,=0,03=0,15RAD, 03=0

11



KAPITEL

DAS EXPERIMENT

3.1 Aufbau des Experimentes

Wie in Abb 3.1 zu erkennen ist, besteht der experimentelle Aufbau aus einem festen Geriist, an
dem ein elastischer Stab der Linge r = 0.275m und der Masse m = 0,004%kg befestigt ist. Die
Federkonstante ist etwa &, = S,Si—f. Am Ende dieses Stabes ist eine Masse M = 0,04kg an einem

niherungsweise masselosen Faden der Liange [ = 0,23m aufgehéngt. Dies ist das sphérische
Pendel.

Elastischer Stab
r=275cm
m=4g

kg
ky == 8,3 S_Z

Spharisches Pendel
l=23¢cm
M=40g

Abbildung 3.1: Aufbau des Experimentes

12



KAPITEL 3. DAS EXPERIMENT

3.2 Durchfithrung des Experimentes

Die Startwerte des Stabes sind 61 = 0 und 67 = 0 und die des Pendels sind 85 = 0,8RAD, 65 =0,
03 =0,15RAD und 63 = 0.

Das Pendel wird ausgelenkt und beginnt zu schwingen.

3.3 Beobachtungen und Messung

Nach der anfinglichen Auslenkung beginnt das Pendel sowohl in radialer als auch in azimuthaler

Richtung zu schwingen.

Aus den Beobachtungen mit blofem Auge konnte die Theorie bereits qualitativ bestétigt werden.
Fiir einen quantitativen Vergleich zwischen Experiment und Theorie wurde das Experiment mit
Kameras aufgezeichnet, digitalisiert und mithilfe von Tracker!, einem Videoanalyse-Programm,
ausgewertet. So konnten die Positionen des Stabes und des Pendels als eine Funktion der Zeit

evaluiert werden.

Experimentelle Bewegung

— Xp(t)
E — ¥elt)
S
= : — 2zp(t)
Y Al
— Xg(t)
- — Yr(®)
0 5 10 15
Zeit(s)

Abbildung 3.2: Experimentelle Daten als Funktion der Zeit

1ht‘cp://physle‘cs.01"g/‘cracker/
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KAPITEL

VERGLEICH THEORETISCHER UND EXPERIMENTELLER DATEN

Nachdem in Kapitel 3.3 mithilfe des Videotrackings die Bewegung des Systems quantitativ
gemessen werden konnte, wird die Theorie nun ebenfalls quantitativ getestet. In den folgenden
Abbildungen (Abb. 4.1-4.4) werden die experimentellen Grof3en mit den jeweiligen theoretischen
Berechnungen verglichen.

Im Folgenden ist zu beachten, dass in der Theorie Einflussgrof3en, wie zum Beispiel Luftwider-

stdnde und Reibungen, die im Experiment relevant sind, nicht beriicksichtigt wurden.

Allgemein erkennt man, dass die beobachteten und berechneten Phasen fiir die verschiedenen
Groflen sehr gut iibereinstimmen, d.h. das Zeitverhalten durch das Modell sehr gut beschrieben
wird. Die Ubereinstimmung der gemessenen und berechneten Amplituden ist meist gut, mit
Ausnahme der Grofle zp in den ersten und letzten 5s.

Vergleich der experimentellen
und theoretischen Daten von xp(t)

0.6

el
3]
T

o
IS

\ ‘\ (\‘ — Theoretische Daten

‘
5 10 15
Zeit (s)

Position (m)
o
w

o
N
T

o
o

0.0
0

Abbildung 4.1: Vergleich der experimentellen und theoretischen Daten von xp
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KAPITEL 4. VERGLEICH THEORETISCHER UND EXPERIMENTELLER DATEN

Vergleich der experimentellen

und theoretischen Daten von yp(t)
0.2 : ;

0.1

— Theoretische Daten

Position (m)
o
o

— Experimentelle Daten

Zeit (s)

Abbildung 4.2: Vergleich der experimentellen und theoretischen Daten von yp

Vergleich der experimentellen
und theoretischen Daten von zp(t)

-0.10

-0.15
E — Theoretische Daten
c
S -0.20
K3 I — Experimentelle Daten
o

_0_30 1 1 L

0 5 10 15
Zeit (s)

Abbildung 4.3: Vergleich der experimentellen und theoretischen Daten von zp

Vergleich der experimentellen

und theoretischen Daten von yg(t)
0.10 - ‘

0.05
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KAPITEL

RESUME

as azimuthal-radiale Pendel wurde theoretisch und experimentell untersucht.
Dabei zeigte sich, dass das in Kapitel 2 aufgestellte Modell die Dynamik des Systems
gut beschreibt.
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