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Abbildung 1: Simulation des Sonnensystems
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1 Bestimmung von Planetenbahnen

Der Mechanismus von Antikythera ist eine mindestens 2000 Jahre alte Vorrichtung, die
unter Anderem zur Vorhersage von Sonnen- und Mondfinsternissen entworfen wurde. Die
Apparatur funktioniert aufgrund bloßer Beobachtungen und nutzt dabei nur das periodi-
sche Auftreten der Ereignisse. Dennoch spiegelt es das immer noch aktuellen Bestreben
der Menschen wider, astronomische Geschehnisse vorauszusagen. Mehr als 1600 Jahre
danach machte Johannes Kepler die Entdeckung, dass die Planeten des Sonnensystems
auf elliptischen Bahnen die Sonne umkreisen. Nur wenig später, 1687, gelang es Isaac
Newton, auch den Grund hinter den Bewegungen zu verstehen: Er verband erstmals die
Schwerkraft, die den Menschen am Boden hält, mit den Bahnen der Objekte am Himmel
und den zwischen ihnen wirkenden Kräften. Damit war der Sprung von der Kinematik
zur Dynamik getan, der es uns heute erlaubt, durch das Verständnis der wirkenden Kräfte
und mit Hilfe von Computern auch völlig unbekannte Systeme zu simulieren und präzise
vorherzusagen. Doch auch moderne Computer gelangen bei der Berechnung der Dynamik
von vielen Körpern an ihre Grenzen.

2 Mathematische Erklärung des n-Körper Problems

Das n-Körperproblem ist eine Problemstellung der Astronomie. Es besteht aus dem Ver-
such, die Positionen von n Punktmassen, die sich gegenseitig ohne relativistische Effekte
durch Gravitationskräfte beeinflussen, zu einem Zeitpunkt t zu bestimmen. Die gegebe-
nen Anfangswerte sind die Masse m, die aktuelle Position �x und die Geschwindigkeit �v

der Objekte. Daraus lässt sich über das Newtonsche Gravitationsgesetz der Betrag der
wirkenden Kraft zwischen zwei Körpern der Masse m1 und m2 wie in (1) berechnen.

|�F | = G · m1 ·m2

r2
(1)

Dabei ist die Entfernung der Objekte voneinander bzw. der Radius r gegeben ist als

r = |�x1 − �x2| (2)

Die Richtung der Kraft zwischen den Objekten ergibt sich aus

�F0 =
�x1 − �x2

|�x1 − �x2| (3)

Weil gilt
�F = m · �a (4)
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und daraus folgend

�a =
�F

m
(5)

kann man (2) in (1) und (1) in (5) einsetzen und erhält als Formel für die ungerichtete
Beschleunigung

|�a1| = G ·
m1·m2

r2

m1

= G · m1 ·m2

r2 ·m1

= G · m2

|�x1 − �x2|2 (6)

Um die Richtung der Beschleunigung zu erhalten multipliziert man mit dem Einheitsvek-
tor der Richtung aus (3) und erhält

�a1 = G · m2

|�x1 − �x2|2 · �x1 − �x2

|�x1 − �x2| = G · m2 · (�x1 − �x2)

|�x1 − �x2|3 (7)

Allgemein formuliert für eine beliebige Anzahl an Körpern ist die Beschleunigung die
Summe aller von anderen Körpern verursachten Einzelbeschleunigungen. Hierbei sind i

und j Zählvariablen, die bei 0 beginnen und n Körper durchlaufen.

�ai = G ·
i,j<n∑
j �=i

mj · (�xi − �xj)

|�xi − �xj|3
(8)

Die gesuchte Position und die Beschleunigung hängen über die zweite Ableitung zusam-
men.

�̈ ix = G ·
∑
j �=i

mj · (�xi − �xj)

|�xi − �xj|3
(9)

Da diese Differentialgleichung aber wie im Satz von Bruns und Poincaré bewiesen [9] ana-
lytisch nicht lösbar ist, muss die Lösung der Gleichung mit Hilfe numerischer Integratoren
angenähert und die Methode der kleinen Schritte angewendet werden.

3 Funktionsweise der Integratoren

Die in den folgenden Abschnitten verwendeten Variablen h, y und t sind die üblichen Kon-
ventionen für numerische Lösungsverfahren: h steht für einen (Zeit)Schritt, der optimal
gegen 0 geht, was aber in der Realität nicht umsetzbar ist. Daher wird h in den meisten
finalen Formeln durch Δt ersetzt. y stellt den unbekannten Funktionswert dar, der bei
dieser Problemstellung mit dem gesuchten �x gleichzusetzen ist. Die Zeit wird gewöhnlich
durch t angegeben. Die ebenfalls Häufig verwendete Funktion f ist die erste Ableitung der
Funktion von y, wobei f immer mindestens vom Funktionswert y abhängt, also f(y). Die
Abhängigkeit des y von f(y) ist eine Eigenschaft der zu lösenden Differentialgleichung.
Gesucht sind jeweils die schrittweisen Formulierungen für �x und �v in Abhängigkeit von �a,
um die Verfahren anschließend einfach in die Implementierung übernehmen zu können.
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3.1 Euler-Verfahren

Das Euler-Verfahren verfolgt den Ansatz, dass �v sowie �a über einen Zeitschritt konstant
bleiben. Durch einsetzen der physikalischen Definitionen von Position, Geschwindigkeit
und Beschleunigung (�a = �̇v = �̈x) in die Euler-Methode (yi+1 = yn + hf(tn, yn)) wird die
Position nach einem Zeitschritt bei gegebener Beschleunigung berechnet durch: [4,6]

�xi+1 = �xi + �vi ·Δt (10)

Danach wird für den nächsten Schritt die Geschwindigkeit berechnet, wobei diese Rei-
henfolge eingehalten werden muss.

�vi+1 = �vi + �ai ·Δt (11)

Das Problem bei einer angenommenen konstanten Geschwindigkeit während eines Schrit-
tes ist, dass entweder mit der Geschwindigkeit nach (explizit, Abb. 2 links) oder vor
(implizit, Abb. 2 links) dem Zeitschritt (anschaulich) an die Fläche unter der Funktion
der Geschwindigkeit (also die Position) angenähert wird. Gesucht ist eigentlich das genaue
Integral der Geschwindigkeit wie in Abbildung 2 rechts.

Abbildung 2: Darstellung des Integrals der Geschwindigkeit
Quelle: http://lolengine.net/raw-attachment/blog/2011/12/14/understanding-motion-in-

games/accurate-integral.png

Mit der Beschriftung der roten Fläche, die die Euler-Methode veranschaulicht, will der
Ersteller der Grafik auf die Ausbaufähigkeit eben jenes Verfahrens hinweisen.

3.2 Bewegungsgleichung

Eine weitere Annäherung kann durch das Anwenden der klassischen Bewegunsgleichungen
( (12),(14)) erreicht werden. Diese Methode ist bereits in Abbildung 2 in grün dargestellt.
Wenn man annimmt, dass �a konstant ist, lässt sich die Position nach der Zeitspanne Δt

durch (12) berechnen, wobei x0 die Position und v0 die Geschwindigkeit vor dem Schritt
darstellt.

�x = �x0 + �v0Δt+
1

2
�aΔt2 (12)
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Dies lässt sich auch iterativ formulieren:

�xi+1 = �xi + �viΔt+
1

2
�aiΔt2 (13)

Danach muss noch die Geschwindigkeit nach dem Zeitschritt berechnet werden, damit im
nächsten Schritt v0 wieder die derzeitige Geschwindigkeit angibt. Dazu wird erneut eine
Bewegungsgleichung angewendet.

�v0,neu = �v0 + �a ·Δt (14)

3.3 Geschwindigkeits-Verlet

Die in 3.2 beschriebene Methode kann nun im Sinne des Geschwindigkeits-Verlet Algorith-
mus noch verfeinert werden. Dieser nutzt zwar ebenfalls Formel (13) zur Positionsbestim-
mung, verwendet aber zur Bestimmung der neuen Geschwindigkeit eine Gleichung, die
eine (lineare) Änderung der Beschleunigung berücksichtigt. Hierfür wird der Mittelwert
zwischen vorheriger Beschleunigung und der Beschleunigung nach dem Schritt verwen-
det. [2] Zur Umsetzung wird zusätzlich eine Funktion �a(�x) benötigt die aber in (8) schon
gegeben ist. Dabei ist �x die Position vor und �xi+1 die Position nach dem Schritt.

�v0,neu = �v0 +
1

2
(�a(�xi) + �a(�xi+1)) ·Δt (15)

3.4 Verlet-Integration

Anders als in 3.3 verwendet die Verlet-Integration nicht die Geschwindigkeit, sondern
zusätzlich zur aktuellen Position auch die Position vor dem letzten Berechnungsschritt.
Aus diesen Daten wird dann mit Hilfe der aktuellen Beschleunigung �a die nächste Position
nach einem Zeitschritt Δt berechnet. Aufgrund der Notwendigkeit der vorherigen Position
stellt sich ein Startwertproblem: Beim ersten Schritt ist nur die aktuelle Position bekannt.
Dies wird gelöst indem der erste Schritt mit der Bewegungsgleichung aus 3.2 berechnet
wird. Erst danach kommt die klassische Verlet-Methode (17) zum Einsatz. [3]

Das bedeutet, dass für i = 0, also beim ersten Schritt, gilt:

�x1 = �x0 + �v0Δt+
1

2
�a0Δt2 (16)

und für i > 0

�xi+1 = 2�xi − �xi−1 + �aΔt2 (17)

Weil diese Methode ohne Geschwindigkeit arbeitet, muss die Geschwindigkeit, die für den
Vergleich mit den anderen Methoden notwendig ist, anderweitig berechnet werden. Da

6



mit dieser Geschwindigkeit nicht weiter gerechnet wird und sich dadurch auch kein Fehler
fortpflanzen kann, sind die leicht ungenauen Werte, die hierbei entstehen, zur Auswertung
völlig ausreichend. So kann einfach aus den vorherigen Positionen die aktuelle Bewegung
ermittelt werden.

�vn =
�xn − �xn−1

Δt
(18)

3.5 Zeitkorrigierte Verlet-Integration

Dass der in 3.4 beschriebene Algorithmus ein einziges, allgemeines Δt verwendet und
trotzdem zwei vorhergehende Werte mit einbezieht, lässt darauf schließen, dass Δti =

Δti−1 sein muss. Um nicht mehr von einem konstanten Δt abhängig zu sein, kann Formel
(19) verwenden: [3]

xi+1 = xi + (xi − xi−1) · Δti
Δti−1

+ a · Δti +Δti−1

2
·Δti (19)

Eine Unabhängigkeit von einem konstanten Δt ist besonders bei Echtzeitsimulationen
wünschenswert, da Δt dann meistens von der leicht schwankenden Bildfrequenz abhängt,
um immer ein gleichmäßiges und flüssiges Bild zu bieten. Bei konstantem Δt besteht kein
Unterschied mehr zum ursprünglichen Verlet-Algorithmus, weil sich die veränderten Teile
kürzen lassen: Δti

Δti−1
= 1 und Δti+Δti−1

2
= 2Δti

2
= Δti

3.6 Symplektisches Euler-Verfahren

Das symplektische oder auch semi-implizite Euler-Verfahren sieht dem normalen Euler-
Verfahren aus 3.1 sehr ähnlich. Trotzdem gehört es zur Gruppe der strukturerhaltenden
Zeitintegratoren [7], was bedeutet, dass es bei einem Hamilton-System, also einem rea-
len, physikalischen System, die Energieerhaltung zumindest teilweise berücksichtigt. Die
Rechenvorschrift lautet in dieser Reihenfolge: [7]

�vi+1 = �vi + �a ·Δt (20)

�xi+1 = �xi + �vi+1 ·Δt (21)

3.7 Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

Nachdem nun die Notwendigkeiten einer konstanten Geschwindigkeit und eines konstanten
Δt überwunden sind, entfernt das Runge-Kutta-Verfahren Vierter Ordnung jetzt auch
teilweise die Notwedigkeit einer konstanten oder linearen Beschleunigung. Die allgemeine
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Formel für den Runge-Kutta-Algorithmus vierter Ordnung lautet [8]

k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn +
1

2
h, yn +

1

2
k1)

k3 = hf(xn +
1

2
h, yn +

1

2
k2)

k4 = hf(xn + h, yn + k3)

yn+1 = yn +
1

6
· (k1 + 2k2 + 2k3 + k4) +O(h5)

(22)

Die Methode schließt alle Fehler, die Proportional zu h4 (h ist die Integrationsschritt-
weite) oder weniger sind aus (nur noch Fehler der Ordnung +O(h5) bleiben bestehen).
Das bedeutet, dass zum Beispiel bei doppelt so vielen Schritten in der selben Zeit die
Genauigkeit 25 = 32 mal höher sein sollte. Dieser Integrator ist aber eigentlich nur für die
erste Ableitung vorgesehen. [8] Weil �x aber die zweite zeitliche Ableitung der gegebenen
Beschleunigung ist, muss ein leicht verändertes Verfahren angewendet werden.
Konkret nach den im n-Körperproblem bekannten Großen aufgelöst und unter Berück-
sichtigung der Notwendigkeit einer zweiten Ableitung lautet die Rechenvorschrift dann
wie folgt: (auf Basis von [1])

�k0 = Δt · �v
�l0 = Δt · �a(�x)
�k1 = Δt · (�v0 + 1

2
�l0)

�l1 = Δt · �a(�x0 +
1

2
�k0)

�k2 = Δt · (�v0 + 1

2
�l1)

�l2 = Δt · �a(�x0 +
1

2
�k1)

�k3 = Δt · (�v0 +�l2)

�l3 = Δt · �a(�x0 + �k2)

�xi+1 = �xi +
1

6
(�k0 + 2�k1 + 2�k2 + �k3)

�vi+1 = �vi +
1

6
(�l0 + 2�l1 + 2�l2 +�l3)

(23)

Dazu wird erneut eine Funktion �a(�x) benötigt, die aber schon mit Formel (8) gegeben ist.
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4 Implementierung

Um alle Methoden aus 3 auf Genauigkeit und Rechenzeit zu untersuchen, werden diese in
der jeweils angegebenen iterativen Form (�xi+1 = ...) implementiert. Da die Dynamik von
Himmelskörpern simuliert wird bietet es sich an, diese Bewegung auch zu visualisieren, um
mögliche Fehler leichter zu finden und die Übersicht zu bewahren. Für die dreidimensiona-
le Darstellung wurde die Unity Engine Version 5.3.4f1 gewählt, der Programmcode ist im
Editor von Visual Studio 2015 Community Edition in C# geschrieben. Weil C# auf das
.Net-Framework aufbaut sind bereits mehrere nützliche Klassen gegeben, wie zum Beispiel
die Stopwatch Klasse, mit der sehr genau die Laufzeit eines bestimmten Codeabschnitts
bestimmt werden kann. Ein weiterer Vorteil ist die Möglichkeit für einfaches Debugging,
weil C# nur in die Intermediate Language übersetzt und dann Just-in-time kompiliert
wird. Da das Programm aber von der .Net Runtime verwaltet wird, können bei kleinen
Zeitmessungen für den selben Code leicht unterschiedliche Ergebnisse auftreten. Deshalb
sind alle Messungen eher im Minutenbereich, damit die prozentuale Messungenauigkeit
möglichst gering bleibt. Der Code ist so weit wie möglich auf Laufzeit optimiert, weshalb
kleine Abweichungen zu den erläuterten Formeln auftreten. Die errechneten Daten wer-
den dann im csv Format gespeichert, was die Analyse in Tabellenkalkulationsprogrammen
stark vereinfacht.
Um den Code übersichtlicher zu gestalten wurden die Klassen Objekt und Vector3dbl
eingeführt. Objekt enthält Positionsvektor, Geschwindigkeit, Kraft, Beschleunigung und
Masse eines Objekts, während Vector3dbl einige Vektoroperationen zur Verfügung stellt
sowie die x, y, und z Koordinaten als double beinhaltet. Alle Objekte werden in einem
zentralen Array verwaltet, wobei nur jeweils die Objekte eines „layers“ miteinander Inter-
agieren und die gleiche Berechnungsmethode teilen. Die gesamte Implementierung kann
am Besten anhand des beigelegten, vollständigen Quellcodes nachvollzogen werden. Zu-
sätzlich befindet sich eine kurze Gebrauchsanleitung für das fertige Programm in dessen
Verzeichnis.

4.1 Berechnung der Beschleunigungen

Als Beispiel für die Optimierungen ist hier die Berechnung der Beschleunigungen näher
erläutert. Da alle Verfahren die auf ein Objekt wirkende Beschleunigung benötigen, wird
diese in einer zentralen Funktion berechnet. Anstatt die Beschleunigung auf jeden Körper
wie in Formel (8) einzeln zu berechnen, wird hier Newtons drittes Gesetz angewendet,
wonach �F1 = −�F2 ist. Das vermindert die Rechenschritte von n · (n− 1) auf n·(n−1)

2
, also

um 50%, wodurch sich die auch die Rechenzeit ohne Informationsverlust halbiert. Der
zugehörige Code ist in Beispiel 1 enthalten.
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1 for (int i = 0; i < anzahl; i++)
2 objekte[layer , i].kraft = Vector3dbl.zero;
3 for (int x = 0; x < anzahl; x++)
4 {
5 for (int y = x + 1; y < anzahl; y++)
6 {
7 Objekt a = objekte[layer , x], b = objekte[layer , y];
8 double entfernung = Vector3dbl.Entfernung(a.position ,

b.position);
9 double F = G * (a.masse * b.masse) / (entfernung *

entfernung);
10 a.kraft += (b.position - a.position) * F / entfernung;
11 b.kraft -= a.kraft;
12 }
13 }
14 for(int i = 0;i < anzahl; i++)
15 objekte[layer ,i]. beschleunigung = objekte[layer ,i].kraft/

objekte[layer ,i]. masse;

Beispiel 1: Berechnung der Kraft

4.2 Umgang mit Fließkommaungenauigkeiten

Um eine möglichst hohe Genauigkeit bei den Berechnungen zu erhalten, wird nicht mit
dem vordefinierten Vector3-Typ gerechnet. Dieser nutzt nämlich im Gegensatz zum neu
erstellten Vector3dbl nur Fließkommazahlen mit einfacher Genauigkeit, also keine double.
Da die verwendete Unity-Engine aber für die Grafikberechnungen nur float-Genauigkeit
unterstützt, müssen die genauen Vektoren (nur zur Anzeige) umgewandelt werden. Dar-
aus folgt die übliche Aufteilung in Modell und Beobachter: gerechnet wird mit genauen
Werten, die aber für den Beobachter in halbe Genauigkeit konvertiert werden, damit sie
angezeigt werden können.

4.3 Implementierung der einzelnen Verfahren

Die Implementierung jedes Verfahrens einzeln zu erklären würde bei Weitem den Rahmen
der Arbeit sprengen. Deshalb sind alle in der Klasse „Berechnungen“ unter ihrem jewei-
ligen Namen enthalten. Diese Klasse befindet sich vollständig im Anhang. Die wichtigen
Funktionen sind zur besseren Verständlichkeit kommentiert und die Variablen besitzen
meist sinnvolle Namen.
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5 Vergleich

Der relative Vergleich stellt kein Problem dar, die absolute Genauigkeit und Abweichung
von den echten Werten festzustellen ist hingegen wegen der numerischen Natur des n-
Körperproblems fast unmöglich. Leider sind auch keine schon auf Großrechnern berech-
neten Systeme als Vergleichsgröße frei erhältlich. Daher bieten sich nun zwei Möglichkei-
ten: Einerseits könnte man ein bereits bekanntes System, nämlich unser Sonnensystem,
verwenden. Dazu müsste man alle massereichen Himmelskörper des Sonnensystems mit in
die Berechnung einbeziehen, um die berechneten Positionen und Geschwindigkeiten mit
denen aus der Datenbank des Jet-Propulsion-Laboratorys der NASA zu vergleichen. Diese
Methode scheidet aber aus, weil Größen wie die Gravitationskonstante und die Massen
der Objekte nur auf ca. fünf Nachkommastellen bekannt sind. Außerdem können weite-
re Abweichungen auf Grund von relativistischen Effekten oder der nicht punktförmigen
Masseverteilung auftreten. Die Lösung dieser Probleme hätte aber nichts mehr mit der
numerischen Stabilität und Genauigkeit zu tun, sondern mit den physikalischen Gegeben-
heiten und Messungenauigkeiten.
Die andere Möglichkeit ist, ein einfaches System mit dem genauesten Algorithmus und
mehreren Größenordnungen kleineren Zeitschritten im Voraus zu berechnen. Da die ange-
näherten Werte beim Runge-Kutta-Verfahren Vierter Ordnung für Δt → 0 am schnellsten
gegen die exakten Ergebnisse konvergieren (siehe (22), Fehlerordnug h5), können diese
dann als Vergleichsgrößen verwendet werden. Um weitere Fehlerquellen auszuschließen
wird ein Zweikörpersystem ohne chaotische Elemente simuliert.

5.1 Anfangsbedingungen

Tabelle 1: Startwerte

Objekt 1 Objekt 2

�x

⎛
⎜⎝

0

1010

0

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝
0

0

0

⎞
⎟⎠

�v

⎛
⎜⎝
0

0

0

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝
105

0

0

⎞
⎟⎠

m 2 · 1030 2 · 1020

In allen Vergleichen wird das selbe System mit den glei-
chen Startbedingungen verwendet.
Der Wert der verwendeten Gravitationskonstante beträgt
6.6740831 ·10−11 m3

kg·s2
[5]. Die Startwerte der Körper 1 und

2 sind nebenstehend in Tabelle 1 in Meter, Kilogramm
und Meter pro Sekunde enthalten. Durch den Unter-
schied in der Masse um zehn Größenordnungen bleibt
Objekt 1 relativ stabil ohne Bewegung. Dieser Umstand
lässt außerdem eine Beurteilung der Verfahren aufgrund
der Bewegung des einen, leichten Objektes zu. Daher
wird im Folgenden auch nur die Abweichung der Bahn
von Objekt 2 verglichen, das sich auf einem stabilen el-
liptischen Orbit mit maximalen Bahnradius von 107 Kilometern in der x1 − x2-Ebene
befindet.
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5.2 Abweichung vom Ergebnis bei gleichem Zeitschritt

Für den ersten Vergleich wurde ein Δt von ca. 16662
3
s (in double Präzision) verwen-

det. Dabei wurden 200 Tage mit allen sieben Methoden aus 3 simuliert, was ungefähr
44 Umläufen entspricht, weshalb deutliche Abweichungen schon erkennbar sein sollten.
Die optimalen Positionswerte wurden mit Runge-Kutta Vierter Ordnung und einem 103

mal kleineren Zeitschritt berechnet, was bei der in (22) angegebenen Fehlerordnung ca.
(103)5 = 1015 mal bessere Ergebnisse liefern sollte. Der nächste Absatz bezieht sich voll-

Abbildung 3: Abweichung vom Optimalwert

ständig auf Abbildung 3.
Um die unterschiedlichen Verfahren anschaulich und aussagekräftig in einem Diagramm
darzustellen, wurde für die Abweichung eine logarithmische Skala verwendet. Daraus folgt,
dass Graphen, die Logarithmusfunkionen ähnlich sehen, eigentlich eine mit der Zeit linear
steigende Abweichung anzeigen.
Zunächst fällt auf, dass scheinbar der Verlet-Algorithmus und der Zeitkorrigierte-Verlet
nicht abgebildet sind. Dass sie aufgrund ihrer ähnlichen Beschaffenheit bei gleichbleiben-
dem Δt keine relative Abweichung haben und deshalb nicht voneinander zu unterscheiden
sind, war zu erwarten. Erstaunlich aber ist, dass diese beiden identischen Verfahren vom
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symplektischen Euler-Verfahren überdeckt werden, einen völlig anderen Aufbau vorweist.
Die nächste Auffälligkeit ist die Aufteilung in drei Gruppen, die sich jeweils in der Genau-
igkeit mindestens 100-Fach unterscheiden. Der Runge-Kutta Algorithmus ist mit hundert-
bis tausendfach besseren Ergebnissen bei gleicher Schrittzahl das präziseste Verfahren und
bildet alleine die Gruppe mit der kleinsten Abweichung.
Die zweite Gruppe setzt sich aus den verschiedenen Verlet-Verfahren und dem semi-
impliziten Euler-Verfahren zusammen. Trotz der kleineren Amplitude des Geschwindigkeits-
Verlet-Verfahrens sind diese vier Verfahren als ungefähr gleichwertig anzusehen, da sie
besonders gegen Ende der Messung um einen gemeinsamen Wert der Abweichung oszil-
lieren.
Die größte Abweichung von den Vergleichswerten haben die Lösungsansätze des Euler-

Abbildung 4: Euler-Verfahren(links) gegenüber Runge-Kutta-Verfahren(rechts) nach glei-
cher Zeit (200 Tage)

Verfahrens und der Lösung mit Hilfe der Bewegungsgleichungen. Ihre Ungenauigkeit be-
wegt sich nicht wie bei den anderen Verfahren im Bereich des gleichen Orbits, sondern
beträgt vielfache des maximalen Bahnradius (1010 Meter). Das liegt daran, dass der Kör-
per im Orbit bei diesen Methoden nicht an die Energieerhaltung gebunden ist. Dies zeigt
sich auch deutlich in Abbildung 4. Bis auf die unpräziseste Gruppe dieses Absatzes ähneln
alle Verfahren eher dem Runge-Kutta-Verfahren aus Abb. 4. Beim Euler-Verfahren hige-
gen entfernt sich der Planet immer weiter von der Sonne statt auf einem Orbit zu bleiben.
Selbst wenn dies in der logarithmischen Skalierung nur schwer zu erkennen ist, kann eine
leichte Tendenz der Bewegungsgleichung zu genaueren Werten festgestellt werden.
Die periodischen Schwingungen in Abbildung 3 lassen sich ebenfalls anhand Abbildung 4
erklären: Durch den leicht elliptischen Orbit ist das Objekt beim Anflug Richtung Sonne
etwas schneller als das potentiell vor ihm liegende, richtig berechnete Vergleichsobjekt,
das den tiefsten Punkt bereits wieder verlässt und somit abgebremst wird. Deshalb holt
das zurückliegende Objekt etwas auf und nähert sich mehr den richtigen Werten an, bevor
es selbst abgebremst wird. Diese regelmäßige Änderung der Abweichung kann bei den mit
Euler und Bewegungsgleichung berechneten Objekten nicht beobachtet werden, weil diese
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bereits nach kurzer Zeit einen völlig anderen, spiralförmigen Orbit mit anderer Umlaufzeit
beschreiben.

5.3 Veränderung zu 5.2 bei halbem Zeitschritt

Wenn man nun die Anzahl der Schritte pro Zeit verdoppelt, also Δt auf ca. 8331
3
s halbiert,

erhält man ein ähnliches Bild (Abb. 5).
Hierbei können erneut die drei Auffälligkeiten aus 5.2 nachvollzogen werden: Die ge-

Abbildung 5: Abweichung vom Optimalwert

genseitige Überdeckung der Verlet-Verfahren, die Aufteilung in drei Gruppen und das
periodische „Schwingen“ der unteren zwei Gruppen. Zum besseren Verständnis sollte die
Aufmerksamkeit diesmal aber auch auf die Zahlenwerte gerichtet werden, die sich in fast
allen Fällen stark unterscheiden. Und sich merklich verbessern: Die Verlet-Verfahren und
der symplektische Euler sind bei Ende der Messung im Bereich der Abweichung von 108 im
Gegensatz zu 5.2 mit einer fast zehn mal größeren Abweichung (109). Der Runge-Kutta-
Algorithmus hingegen hat sich bei halbiertem Zeitschritt um fast ungefähr das 30-fache
verbessert(106 → 3 · 104). Um die Verbesserung bei Euler und der Bewegungsgleichung zu
veranschaulichen müssen die Daten anders präsentiert werden, weil diese Verfahren schon
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völlig andere Systeme beschreiben. In Abbildung 6 kann man erkennen, dass die mit besag-
ten Methoden berechneten Bahnen langsamer divergieren. Trotzdem hat die Halbierung

Abbildung 6: Von links nach rechts: Bewegungsgleichung(Δt), Bewegungsgleichung(Δt
2

),
Euler(Δt), Euler(Δt

2
) nach gleicher Zeit (200 Tage)

des Zeitschritts einen unterschiedlich starken Effekt auf die verschiedenen Gruppen von
Berechnungsmethoden, was in 5.4 genauer untersucht wird.

5.4 Abhängigkeit der Genauigkeit von der Größe des Zeitschritts

Um genaue Ergebnisse zu erhalten, ist es notwendig, mehrere Tests durchzuführen, um
zufällige Ergebnisse ausschließen zu können. Deshalb wird das bisher verwendete System
jetzt mit einfacher, doppelter, vierfacher und achtfacher Schrittanzahl berechnet und die
Ergebnisse in Abbildung 7 auf ungewöhnliche Art aufgetragen:
eingezeichnet wird jeweils, wie viel mal näher das Verfahren dem exakten Wert gekommen
ist bei jeweils halbiertem Δt. Dazu wird die erneut die jeweilige Abweichung der Position
nach simulierten 200 Tagen verwendet. Dann wird die Abweichung bei ursprünglichem Δt

durch die Abweichung bei 1
2
/1
4
/1
8
Δt geteilt, um die relative Verbesserung zum ursprüng-

lichen Δt erhalten.
Wie in 5.2 und 5.3 zeigen sich wieder die drei Gruppen. Hierbei ist auffällig, dass sich
erneut die Verlet-Verfahren und der symplektischer Euler (beinahe) gleiche Werte tei-
len. Dank der logarithmischen Skalierung beider Achsen wird eine Funktion der Form
f(x) = xn als Gerade mit der Steigung n abgebildet, weshalb man die Abhängigkeit
direkt von der Steigung der Geraden ablesen kann. In diesem Fall verbessert sich die
Genauigkeit bei jeder Verdopplung der Schritte ungefähr den Faktor vier, was auf eine
quadratische Abhängigkeit (Steigung 2, also x2) der Genauigkeit pro Zeitschritt schließen
lässt. Das trifft auch auf den Geschwindigkeits-Verlet zu.
Die schon vorher eher chaotischen Integratoren Euler und Bewegunsgleichung zeigen er-
neut scheinbar zufälliges Verhalten: es ist nicht ersichtlich wie Zeitschrittgröße und Ge-
nauigkeit voneinander abhängen.
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Abbildung 7: Verbesserung der Genauigkeit

Der Runge-Kutta-Algorithmus hingegen behält seine Genauigkeit bei und steigt trotz der
logarithmischen Skalierung stark (mit Steigung 5) an. Dieses Verfahren erhöht also jeder
Halbierung des Δt seine Präzision ungefähr um das 32-fache. Das bedeutet, seine Abwei-
chung ist, wie in Theorie bereits in Formel (22) festgestellt, über Δt5 zur Zeitschrittgröße
proportional.

5.5 Genauigkeit pro Rechenzeit

Für die Berechnung und für Echtzeitsimulationen von Mehrkörpersystemen ist wahr-
scheinlich die wichtigste Frage, mit welcher Methode man in der kürzesten Zeit die besten
Ergebnisse erreicht. Um diese Fragestellung zu lösen, kann man das Problem weiter ver-
einfachen.
Die Rechenzeit für die Beschleunigung steigt quadratisch mit der Anzahl der Körper(siehe
4.1), die Zeit für die eigentliche Umsetzung der Formel nur linear, weil dieser Teil nur ein-
mal pro Objekt ausgeführt werden muss. Da die beschriebenen Methoden hauptsächlich
Anwendung in der Lösung eines Vielkörpersystem finden, kann der linear ansteigende An-
teil der Rechenzeit gegenüber dem quadratischen bei einer großen Anzahl von Körpern
vernachlässigt werden. Also beeinflussen nur die Aufrufe der Methode Beschleunigung-
Berechnen die Rechenzeit wesentlich. Außer der Runge-Kutta-Methode, die vier dieser
Aufrufe benötigt, verwenden alle Verfahren diese Methode nur ein mal und sind daher
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von der Laufzeit nahezu identisch. Deshalb sind bereits die Verfahren, die bei identischem
Zeitschritt eine niedrigere Genauigkeit vorweisen(also Euler und Bewegungsgleichung), zu
vermeiden.
Wenn allerdings eine sehr große Genauigkeit gefordert ist, stellt das Runge-Kutta-Verfahren
doch die beste Leistung der behandelten Verfahren bereit. Wenn man dessen Schrittweite
um Faktor vier erhöht, negiert das die vier Funktionsaufrufe von BeschleunigungBerech-
nen und macht es wieder den anderen Verfahren gleichwertig. Weil die Genauigkeit dieser
Methode aber die der andere bei Weitem übertrifft (bei gleichem Zeitschritt ca. 100-fach,
siehe 5.2) und mit Δt5 steigt können damit dann trotzdem noch sehr genaue Werte be-
rechnet werden.

6 Fazit

Die Wahl der Berechnungsmethode bleibt letztendlich abhängig vom jeweiligen Anspruch:
Wenn nur mäßige Genauigkeit gefordert und die Rechenzeit entscheidend ist, sollte auf das
symplektische Euler-Verfahren zurückgegriffen werden. Es überbietet das Verlet-Verfahren
sogar noch, obwohl es sehr ähnliche Eigenschaften im Bezug auf Genauigkeit pro Δt hat,
indem es durch seine Unabhängigkeit von vorherigen Schritten sehr viel leichter zu im-
plementieren ist. Wenn allerdings mehr Genauigkeit notwendig ist oder ein System auch
für längere Zeit stabil sein muss, ist das Runge-Kutta-Verfahren Vierter Ordnung fast
unentbehrlich. Trotz der vergleichsweise schweren Umsetzung als Programmcode bietet
es bei geringem Rechenaufwand bereits die genauesten Ergebnisse aller hier erwähnten
Algorithmen.
Beide hier empfohlenen Methoden sind auch gut für Echtzeitsimulationen geeignet, weil
sie anders als die klassische Verlet-Integration kein konstantes Δt voraussetzen. Das er-
möglicht eine Anpassung an die Framerate und „vorspulbare“ Simulationen.
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using UnityEngine;
using System.Diagnostics;
using System.Collections;
using System.Collections.Generic;
using UnityEngine.UI;
using System.IO;
using System;
 //Hier laufen die Berechnungen ab
public class Berechnungen : MonoBehaviour
{
    public GameObject[,] Objekte; //Die Engine Objekte der Planeten
    public double zeitbeschleunigung = 1; //...
    public float vergrößerung; //verhältnis berechneter Werte zu Positionen 

für die Engine
    public string GeladenName = "Error"; //nur für UI
    const double G = 6.6740831E-11; //Gravitationskonstante
    public Objekt[,] objekte; //alle Objekte in allen layern, von außerhalb 

vor dem Start gesetzt
    public Layer[] layers; //informationen zu den einzelnen Layern(z.B 

Iterationstiefe, Methode etc.)
    GlobalGlobalVariables GlobVar; //Enthält Globale Variablen wie die 

Zeitbeschleunigung
    const double fps = 60;//target framerate
    public double[] zeit; //Rechenzeit jedes layers
    const double invfps = 1 / fps; //Konstante um Rechenzeit zu sparen
    public double[] prevdt; //vorheriges dt, wichtig für Zeitkorrigierten 

Verlet
    public int anzahl; //anzahl der Objekte von außerhalb vor dem Start 

gesetzt
    public string pfad = @"D:\Unity\Planeten\Output";
    public bool schreiben = true; //ob ouputfiles generiert werden
    public bool pause = true; //ob pausiert ist
    public double schreibintervall = 1000; //Daten werden alle 

schreibintervall Sekunden gespeichert (csv)
    double schreibtimer = 0; //Hilfsvariable zum herunterzählen der Zeit bis 

zum nächsten Speichern der Daten
    StreamWriter[] Schreiber; //Ein Streamwriter für jedes Objekts
    Stopwatch stp; //Die Stoppuhr
    int untilflush = 60; //alle 60 frames den Filestream leeren
    public double VergangeneZeit = 0;//in Sekunden

    public enum Methode //Enthält alle Berechnungsmethoden
    {
        Bewegungsgleichung,
        Euler,
        RungeKutta4,
        SymplektischerEuler,
        VelocityVerlet,
        Verlet,
        ZeitKorrigiertVerlet
    };

    void Awake() //Diese Funktion wird beim Start des Programms vor Start() 
aufgerufen

    {

Anhang

20



...minar Numerik\Seminararbeit\Anhang\Code\Berechnungen.cs 2
48
49
50
51
52
53
54
55

56
57
58
59

60
61
62
63
64
65

66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80

81
82
83
84
85

86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97

        Application.targetFrameRate = (int)fps;
        pfad = Application.dataPath + @"\Output";
    }

    void Start() //Diese Funktion wird beim Start des Programms aufgerufen
    {
        stp = new Stopwatch();
        GlobVar = GameObject.Find

("Scripts").GetComponent<GlobalGlobalVariables>();
        zeitbeschleunigung = GlobVar.timescale;
        vergrößerung = GlobVar.scale;
    }
    public void startdt()//Diese Funktion wird beim Start der Simulation 

aufgerufen
    {
        VergangeneZeit = 0;
        prevdt = new double[layers.Length];
        for (int i = 0; i < layers.Length; i++)
        {
            prevdt[i] = zeitbeschleunigung * invfps / layers

[i].Iterationstiefe;
        }
        try//hiermit werden die output files geöffnet
        {
            if (schreiben)
            {
                untilflush = 60;
                Schreiber = new StreamWriter[anzahl];
                for (int y = 0; y < anzahl; y++)
                {
                    string k = pfad + @"\" + GeladenName;
                    if (!Directory.Exists(k))
                    {
                        Directory.CreateDirectory(k);
                    }
                    k += @"\" + Objekte[0, y].name.Remove(Objekte[0, 

y].name.IndexOf('(')).TrimEnd(' ') + ".csv";
                    Schreiber[y] = new StreamWriter(k, false);
                    string s = "t;dt";
                    for (int i = 0; i < layers.Length; i++)
                    {
                        s += ";Layer " + i + ":" + layers[i].Methode.ToString

("F") + 
";x;y;z;vx;vy;vz;v;ax;ay;az;Iterationen;Rechenzeit";

                    }
                    Schreiber[y].WriteLine(s);
                    Schreiber[y].Flush();
                }
            }
        }catch(Exception ex)
        {
            UnityEngine.Debug.Log(ex.Message);
        }
    }

    void OnApplicationQuit() //Dokumente Schließen, damit sie eider bearbeitet
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 werden können
    {
        CloseWriters();
    }

    void Update()
    {
        if (Input.GetKeyDown(KeyCode.P)) //Der Pause key...
            pause = !pause;
        if (layers.Length < 1 || pause)//wenn keine Objekte oder pause, mache 

nichts
            return;
        zeitbeschleunigung = GlobVar.timescale;
        if (Schreiber != null && schreibtimer <= 0) //ausgabe
        {
            for (int x = 0; x < anzahl; x++)
            {
                string s = VergangeneZeit.ToString() + ";" + 

zeitbeschleunigung * invfps ;
                for (int y = 0; !schreiben || y < layers.Length; y++)
                {
                    s += "; ;" + objekte[y, x].position + ";" + objekte[y, 

x].geschwindigkeit + ";" + objekte[y, 
x].geschwindigkeit.Betrag() + ";"+ objekte
[y,x].beschleunigung + ";" + layers[y].Iterationstiefe + 
";" + zeit[y];

                }
                if (Schreiber[x] != null)
                    Schreiber[x].WriteLine(s);
            }
            schreibtimer += schreibintervall;
        }
        untilflush--;
        if (untilflush <= 0)
        {
            untilflush = 60;
            if (Schreiber != null)
                foreach (StreamWriter s in Schreiber)
                {
                    if (s != null)
                        s.Flush();
                }
        }
        for (int i = 0; i < layers.Length; i++)//Berechnungen für alle Layer
        {
            switch (layers[i].Methode)
            {
                case Methode.Bewegungsgleichung:
                    BerechneBewegungsgleichung(i, layers[i].Iterationstiefe);
                    break;
                case Methode.VelocityVerlet:
                    BerechneVelocityVerlet(i, layers[i].Iterationstiefe);
                    break;
                case Methode.RungeKutta4:
                    BerechneRK4(i, layers[i].Iterationstiefe);
                    break;
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                case Methode.SymplektischerEuler:
                    BerechneSymplektischEuler(i, layers[i].Iterationstiefe);
                    break;
                case Methode.Euler:
                    BerechneEuler(i, layers[i].Iterationstiefe);
                    break;
                case Methode.ZeitKorrigiertVerlet:
                    BerechneZeitKorrigiertVerlet(i, layers

[i].Iterationstiefe);
                    break;
                case Methode.Verlet:
                    BerechneVerlet(i, layers[i].Iterationstiefe);
                    break;
                default:
                    BerechneEuler(i, layers[i].Iterationstiefe);
                    break;
            }
        }
        PositionenSetzen();//Positionen vom Modell auf die Objekte in der 

Engine übertragen
        VergangeneZeit += zeitbeschleunigung * invfps;
        schreibtimer -= zeitbeschleunigung * invfps;
    }

    void PositionenSetzen()//steht oben...
    {
        for(int x = 0; x<layers.Length;x++)
        {
            for(int y = 0;y<anzahl;y++)
            {
                Objekte[x, y].transform.position = objekte[x, y].position / 

vergrößerung;
            }
        }
    }

    public void CloseWriters()//Streams leeren und schließen
    {
        if(Schreiber != null)
        foreach (StreamWriter s in Schreiber)
        {
                if (s != null)
                {
                    s.Flush();
                    s.Close();
                }
        }
    }

    void BerechneBeschleunigung(int layer)//Erklärt in der Arbeit bei 4.1
    {
        for (int i = 0; i < anzahl; i++)
            objekte[layer, i].kraft = Vector3dbl.zero;
        for (int x = 0; x < anzahl; x++)
        {
            for (int y = x + 1; y < anzahl; y++)
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            {
                Objekt a = objekte[layer, x], b = objekte[layer, y];
                double entfernung = Vector3dbl.Entfernung(a.position, 

b.position);
                double F = G * (a.masse * b.masse) / (entfernung * 

entfernung);
                a.kraft += (b.position - a.position) * F / entfernung;
                b.kraft -= a.kraft;
            }
        }
        for (int i = 0; i < anzahl; i++)
        {
            objekte[layer, i].beschleunigung = objekte[layer, i].kraft / 

objekte[layer, i].masse;
        }
    }
    //Die Verschiedenen Integratoren, setzen eigentlich nur die Formeln aus 2 

in der Arbeit um

    void BerechneEuler(int layer, int Iterationen)
    {
        stp.Reset();
        stp.Start();
        if (objekte != null)
        {
            double dt = invfps / Iterationen * zeitbeschleunigung;
            for (int k = 0; k < Iterationen; k++)
            {
                if (anzahl > 1)
                {
                    BerechneBeschleunigung(layer);
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        objekte[layer, i].position += objekte[layer, 

i].geschwindigkeit * dt;
                        objekte[layer, i].geschwindigkeit += objekte[layer, 

i].beschleunigung * dt;
                    }
                }
            }
        }
        zeit[layer] = stp.Elapsed.TotalMilliseconds;
    }

    void BerechneSymplektischEuler(int layer, int Iterationen)
    {
        stp.Reset();
        stp.Start();
        if (objekte != null)
        {
            double dt = invfps / Iterationen * zeitbeschleunigung;
            for (int k = 0; k < Iterationen; k++)
            {
                if (anzahl > 1)
                {
                    BerechneBeschleunigung(layer);
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                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        objekte[layer, i].geschwindigkeit += objekte[layer, 

i].beschleunigung * dt;
                        objekte[layer, i].position += objekte[layer, 

i].geschwindigkeit * dt;
                    }
                }
            }
        }
        zeit[layer] = stp.Elapsed.TotalMilliseconds;
    }

    void BerechneVerlet(int layer, int Iterationen)
    {
        stp.Reset();
        stp.Start();
        if (objekte == null)
            return;
        if (anzahl < 2)
            return;
        double dt = zeitbeschleunigung * invfps / Iterationen;
        for (int k = 0; k < Iterationen; k++)
        {
            BerechneBeschleunigung(layer);
            for (int i = 0; i < anzahl; i++)
            {
                if (VergangeneZeit == 0)
                {
                    objekte[layer, i].geschwindigkeit += objekte

[layer,i].beschleunigung * dt;
                    objekte[layer, i].prevpos = objekte[layer, i].position;
                    objekte[layer, i].position += objekte[layer, 

i].geschwindigkeit * dt;
                }
                else
                {
                    Vector3dbl pp = objekte[layer, i].position;
                    objekte[layer, i].position = 2 * objekte[layer, 

i].position - objekte[layer, i].prevpos  + objekte
[layer,i].beschleunigung * dt * dt ;

                    objekte[layer, i].prevpos = pp;
                    objekte[layer, i].geschwindigkeit = (objekte[layer, 

i].position - objekte[layer, i].prevpos) / dt;
                }
            }
            prevdt[layer] = dt;
        }
        zeit[layer] = stp.Elapsed.TotalMilliseconds;
    }

    void BerechneZeitKorrigiertVerlet(int layer, int Iterationen)
    {
        stp.Reset();
        stp.Start();
        if (objekte == null)
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            return;
        if (anzahl < 2)
            return;
        double dt = zeitbeschleunigung * invfps / Iterationen;
        for (int k = 0; k < Iterationen; k++)
        {
            BerechneBeschleunigung(layer);
            for (int i = 0; i < anzahl; i++)
            {
                if (VergangeneZeit == 0)
                {
                    objekte[layer, i].geschwindigkeit += objekte[layer, 

i].beschleunigung * dt;
                    objekte[layer, i].prevpos = objekte[layer, i].position;
                    objekte[layer, i].position += objekte[layer, 

i].geschwindigkeit * dt;
                }
                else
                {
                    Vector3dbl pp = objekte[layer, i].position;
                    objekte[layer, i].position = objekte[layer, i].position + 

(objekte[layer, i].position - objekte[layer, i].prevpos) *
 (dt / prevdt[layer]) + objekte[layer, i].beschleunigung *
 dt * (dt+prevdt[layer])/2;

                    objekte[layer, i].prevpos = pp;
                    objekte[layer, i].geschwindigkeit = (objekte[layer, 

i].position - objekte[layer, i].prevpos) / dt;//nur zum 
Spaß, Performance?

                }
            }
            prevdt[layer] = dt;
        }

        zeit[layer] = stp.Elapsed.TotalMilliseconds;
    }

    void BerechneBewegungsgleichung(int layer, int Iterationen)
    {
        if (anzahl < 2)
            return;
        stp.Reset();
        stp.Start();
        if (objekte != null)
        {
            double dt = invfps / Iterationen * zeitbeschleunigung;
            for (int k = 0; k < Iterationen; k++)
            {
                if (anzahl > 1)
                {
                    BerechneBeschleunigung(layer);
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        objekte[layer, i].position += objekte[layer, 

i].geschwindigkeit * dt + 0.5* objekte
[layer,i].beschleunigung * dt*dt;

                        objekte[layer, i].geschwindigkeit += objekte[layer, 
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i].beschleunigung * dt;
                    }
                }
            }
        }
        zeit[layer] = stp.Elapsed.TotalMilliseconds;
    }

    void BerechneVelocityVerlet(int layer, int Iterationen)
    {
        if (anzahl < 2)
            return;
        stp.Reset();
        stp.Start();
        if (objekte != null)
        {
            double dt = invfps / Iterationen * zeitbeschleunigung;
            Vector3dbl[] prevA = new Vector3dbl[anzahl];
            for (int k = 0; k < Iterationen; k++)
            {
                if (anzahl > 1)
                {
                    if(VergangeneZeit == 0)
                    BerechneBeschleunigung(layer);
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        prevA[i] = objekte[layer, i].beschleunigung;
                        objekte[layer, i].position += objekte[layer, 

i].geschwindigkeit * dt + 0.5 * objekte[layer, 
i].beschleunigung * dt * dt;

                    }
                    BerechneBeschleunigung(layer);
                    for(int i = 0;i< anzahl;i++)
                    {
                        objekte[layer, i].geschwindigkeit += 0.5 * (objekte

[layer,i].beschleunigung + prevA[i]) * dt;
                    }
                }
            }
        }
        zeit[layer] = stp.Elapsed.TotalMilliseconds;
    }

    void BerechneBeschleunigungAnPos(Vector3dbl[] pos,int layer)
    {
        for (int i = 0; i < anzahl; i++)
            objekte[layer, i].kraft = Vector3dbl.zero;
        for (int x = 0; x < anzahl; x++)
        {
            for (int y = x + 1; y < anzahl; y++)
            {
                Objekt a = objekte[layer, x], b = objekte[layer, y];
                double entfernung = Vector3dbl.Entfernung(pos[x], pos[y]);
                double F = G * (a.masse * b.masse) / (entfernung * 

entfernung);
                a.kraft += (pos[y] - pos[x]) * F / entfernung;
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                b.kraft -= a.kraft;
            }
        }
        for (int i = 0; i < anzahl; i++)
        {
            objekte[layer, i].beschleunigung = objekte[layer, i].kraft / 

objekte[layer, i].masse;
        }
    }

    void BerechneRK4(int layer, int Iterationen)
    {
        stp.Reset();
        stp.Start();
        if (objekte != null)
        {
            double dt = invfps / Iterationen * zeitbeschleunigung;
            for (int k = 0; k < Iterationen; k++)
            {
                #region einSchritt
                if (anzahl > 1)
                {
                    Vector3dbl[] k0 = new Vector3dbl[anzahl],
                        k1 = new Vector3dbl[anzahl],
                        k2 = new Vector3dbl[anzahl],
                        k3 = new Vector3dbl[anzahl],
                        l0 = new Vector3dbl[anzahl],
                        l1 = new Vector3dbl[anzahl],
                        l2 = new Vector3dbl[anzahl],
                        l3 = new Vector3dbl[anzahl];
                    Vector3dbl[] tmppos = new Vector3dbl[anzahl];
                    BerechneBeschleunigung(layer);
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        Objekt o = objekte[layer, i];
                        k0[i] = dt * o.geschwindigkeit;
                        l0[i] = dt * o.beschleunigung;
                    }
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        Objekt o = objekte[layer, i];
                        k1[i] = dt * (o.geschwindigkeit + 0.5 * l0[i]);
                    }
                    for (int i = 0; i< anzahl;i++)
                    {
                        Objekt o = objekte[layer, i];
                        tmppos[i] = o.position + 0.5 * k0[i];
                    }
                    BerechneBeschleunigungAnPos(tmppos, layer);
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        Objekt o = objekte[layer, i];
                        l1[i] = dt * o.beschleunigung;
                    }
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
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                        Objekt o = objekte[layer, i];
                        k2[i] = dt * (o.geschwindigkeit + 0.5 * l1[i]);
                    }
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        Objekt o = objekte[layer, i];
                        tmppos[i] = o.position + 0.5 * k1[i];
                    }
                    BerechneBeschleunigungAnPos(tmppos, layer);
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        Objekt o = objekte[layer, i];
                        l2[i] = dt * o.beschleunigung;
                    }
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        Objekt o = objekte[layer, i];
                        k3[i] = dt * (o.geschwindigkeit + l2[i]);
                    }
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        Objekt o = objekte[layer, i];
                        tmppos[i] = o.position + k2[i];
                    }
                    BerechneBeschleunigungAnPos(tmppos, layer);
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        Objekt o = objekte[layer, i];
                        l3[i] = dt * o.beschleunigung;
                    }
                    for (int i = 0; i < anzahl; i++)
                    {
                        Objekt o = objekte[layer, i];
                        o.position = o.position + (k0[i] + 2*k1[i] + 2*k2[i] +

 k3[i]) /6.0;
                        o.geschwindigkeit = o.geschwindigkeit + (l0[i] + 2*l1

[i] + 2*l2[i] + l3[i]) /6.0;
                    }
                }
                #endregion
            }
        }
        zeit[layer] = stp.Elapsed.TotalMilliseconds;
    }

    public void SetLayerRender(int layer, bool render) //Unwichtig, nur UI
    {
        layers[layer].render = render;
        for (int i = 0; i < anzahl; i++)
        {
            Objekte[layer, i].SetActive(render);
        }
    }
}

[System.Serializable]
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public struct Layer //Struct mit den Informationen über ein layer
{
    public Berechnungen.Methode Methode;
    public int Iterationstiefe;
    public bool render;
    public Layer(Berechnungen.Methode m, int i)
    {
        Methode = m;
        Iterationstiefe = i;
        render = true;
    }
}
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