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1 Einleitung: Notwendigkeit des Fundamentalsatzes

Der Fundamentalsatz hat, wie sein Name schon sagt, eine fundamentale Bedeutung in der
Mathematik. Um Gleichungen zu l6sen, ist dieser Satz unabdingbar. [1, S. 46]

Denn in der Zahlenmenge der komplexen Zahlen sind nicht nur einfache Gleichungen, wie
x?>—1=20 oder 2x2 — x = 0 I6sbar, sondern auch die beriihmte Gleichung x? + 1 = 0.
Diese war namlich mit ein Grund fiir die Zahlenbereichserweiterung von R nach C.

Doch der Fundamentalsatz beschrankt sich nicht auf Polynome eines bestimmten Grades,
sondern I6st viel allgemeinere Probleme. [2, S. 80]

Grundlegend kénnen mit Hilfe des Satzes die Nullstellen eines beliebigen Polynoms jedoch

nicht berechnet werden. Er sagt laut [1, S. 48] nur aus, dass es Nullstellen gibt.

2 Formulierung des Fundamentalsatzes

Der Fundamentalsatz der Algebra lautet folgendermaRen:

,Jede Gleichung n-ten Grades (n > 1) der Form
a,z"+a, 1z"1+-+az' +a,=0

mit a,, a,_4, ... ,ay € C hatin C mindestens eine Lésung.” [1, S. 46]

In Worten ausgedriickt lautet er:

,Die Aussage, dass jede algebraische Gleichung n-ten Grades im Bereich der komplexen
Zahlen stets genau n nicht notwendig voneinander verschiedene Lésungen hat, wird allgemein
als Fundamentalsatz der Algebra bezeichnet. Der Sachverhalt kann jedoch auch als
Faktorisierungseigenschaft fir das entsprechende Polynom formuliert werden und lautet
dann: (...) Jedes Polynom vom Grad n=>1 mit komplexen Koeffizienten kann als ein Produkt

von n linearen Faktoren mit komplexen Koeffizienten dargestellt werden.” [3, S. 283]

Auf die Eigenschaft des Faktorisierens wird im folgenden Abschnitt im Zusammenhang mit
dem Zerlegungssatzes eingegangen.

Anmerkung: Es gibt die beiden Aussagen, dass einerseits jedes Polynom n-ten Grades genau
n Nullstellen hat, sowie andererseits es zumindest eine Nullstelle hat. Die zweite Aussage ist

nur eine Verminderung der Aussagekraft der Ersten und schlief3t sie jedoch nicht aus.




3 Umformulierung als Zerlegungssatz

Da die Anschaulichkeit der Aussage des Fundamentalsatzes nur begrenzt ist, soll sie an dieser
Stelle durch Umformung verdeutlicht werden. Damit kann man aus den gegebenen

Gleichungen ganz einfach die Nullstellen z4, z, ... erkennen.

,Jedes Polynom f(z) vom Grad n (n = 1) hat in C genau n Nullstellen, wobei mehrfache
Nullstellen entsprechend oft zu zdhlen sind.

Sind z4, Z; ..., z,, die Nullstellen von f(z), so lasst sich f(z) in C folgendermalRen zerlegen:
f@=a,z"ta, 1z" '+ .. tay=a, (z—21) (z2—23) " ..- (2 — z,)"

[1,S. 46]

Dies sagt auch der sogenannte Zerlegungssatz aus:

Der Zerlegungssatz besagt, dass ,(j)edes Polynom n. Grades (...) in ein Produkt von n

Linearfaktoren zerlegt werden (kann)“ [4, S. 130].

Anhand einiger Beispiele soll dieses Zitat nun erklart werden:
1. Das Polynom lasst sich durch Umformung (beispielsweise mit Hilfe der
Formel zur Loésung quadratischer Gleichungen) in folgende Form zerlegen:
(x—=3)-(x—=5)=0.

Dadurch sind die Losungen der Gleichung sofort sichtbar: x; = 3; x, = 5.

2. Fir das schwierigere Beispiel wendet man das Verfahren der
Polynomdivision an.
Als erstes muss eine Nullstelle gefunden werden, damit weitere ausgerechnet werden
konnen. Diese erste Losung ist ein Teiler des konstanten Glieds, in diesem Fall ein Teiler
von 64. Anbieten wiirde sich beispielsweise —2; —1; 1; 2. Probiert man diese Zahlen durch
Einsetzen in den Term aus, erhalt man nur fir die Zahl 2 die Losung 0. Das bedeutet, dass
die erste Nullstelle des Polynoms 2 ist.
Nun wird diese Losung im Sinne des Zerlegungssatzes ausgeklammert:

fx) - (x—2) =x3+10x? + 8x — 64,

wobei in f(x) die restlichen Nullstellen vorhanden sind.



Teilt man das Ursprungspolynom durch die gefundene Nullstelle, kann f(x) ermittelt

werden: (x3 + 10x% 4+ 8x — 64): (x — 2) = f(x)

Die Rechnung sieht wie folgt aus:

( x3+ 10x2 + 8x — 64 ) : (x2)=x%+12x+32

—(x3— 2x%)
12x2
—(12x% — 24x)
32x
—(32x _— 64)

0

AnschlieBend konnen die restlichen Losungen berechnet werden.

Das geht jetzt ganz einfach fiir den berechneten Term zweiten Grades x2 + 12x + 32:

—124V122-4-1-32 —-12+4
2:1 2

Daraus ergeben sich die Losungen x, = —4 und x5 = —8.

X172 =

Nun kann die Gleichung x3 + 10x? + 8x — 64 = 0 auch so geschrieben werden:

x—2)'(x+4)-(x+8)=0.

. AbschlieBend folgt noch ein Beispiel aus dem Korper der komplexen Zahlen, ebenfalls vom

Grad 2: oder auch x?2 — (2 + 8i)x + 6i — 15 = 0.

Mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen folgt:

_ 248i44/(—(2+80))2—4-1-(6i—15) _ 2+8i+./(4+32i—64)—24i+60 _
X172 = 21 - 2 -

2+8i+V/—60+32i+60—24i 2+8i+V8i . -
. = . =1+4+4i++V2i.

Da die Zahl 2i in Polarkoordinaten als 2E(§) dargestellt werden kann, ergibt sich fiir v2i

folgende Darstellung:
26 (53) = V26 (5)

Daraus entsteht die kartesische Koordinatez = 1 + i.



Fir das errechnete Ergebnis ergibt sichnun 1 + 4i + (1 + i). Daraus erhdlt manx; = 1 +
4i+1+i=2+5undx, =1+4i—1—i=3i.
Die Gleichung x? — 2x — 8ix + 6i — 15 = 0 kann somit faktorisiert werden in:

(x —(2+5))-(x—3i) =0.

3.1 Begriindung der Gleichwertigkeit und Darstellung komplexer
Losungen

Nun soll die in Kapitel 3 aufgestellte Gleichung bewiesen werden:

f@)=az"+an_ 12"+ . tag=a,  (z2—2) (2—2) .- (2 — 2,)

3.1.1 Erster Schritt

Man beginnt mit der Festlegung, dass z; einer Nullstelle des Polynoms entspricht, da nach
dem Fundamentalsatz die Funktion f(z) (siehe oben) mindestens eine Nullstelle in C haben

muss. [1, S. 46]

3.1.2 Zweiter Schritt

Es soll gelten: f(2)=(z—2)91(2)
wobei g, (z) nach dem Potenzgesetz einen Grad von n — 1 hat, da f(z) ein Polynom n. Grades
ist.
Anders ausgedriickt: Wenn man f(z) durch (z — z;) teilt, bleibt kein Rest mehr Ubrig
(vgl. [1, S. 46]).

Gegenannahme: Man nimmt an, dass bei der Division von f(z) durch (z — z;) nicht nur das
Polynom g(z) sondern noch ein Rest entsteht, den man als Restpolynom g bezeichnet.

Dann sieht die Gleichung folgendermaRen aus:

f(@2)=(zZ—-2) 9.2 +q.

Jetzt wird die nach Schritt 1 bestimmte Nullstelle z; eingesetzt und die Gleichung gemald der
Definition einer Nullstelle gleich 0 gesetzt. Dadurch ergibt sich fiir das Restpolynom g durch

Umformen Folgendes:



0=f(z)
0=1(2z1—21)9:1(z1) +¢q
0=0-g:(2) +¢q
0=gq
Allgemein formuliert bedeutet das, dass bei der Division kein Rest entsteht, (da g = 0)!

[1,S.46-47]

3.1.3 Dritter Schritt

Somit wurde die Umformung
f@)=(z-2z) 0.2

(mit g; (z) vom Grad n — 1) bestatigt.

Betrachtet man die Variable g, (z) der Gleichung, ergibt sich wegen des Zerlegungssatzes:
9:1(2) = (z—23) - g2 (2)

und z, ist wegen des Fundamentalsatzes auch eine Nullstelle.

Mit dieser Gleichung kann abermals die Vorgehensweise in Schritt 2 durchgefihrt werden und
dabei ergibt sich:
f@)=(z—-2)(z—2)g,(2)

mit g, (z) als Polynom vom Grad n — 2 und keinem zusatzlichen Rest.

Wiederholt man diese in [1, S. 47] formulierte ,Zerlegung” solange, bis man beim ,konstanten
Polynom g,,(2) (...) angelangt ist” [1, p. 47] und g,,(z) = a festlegt, erhalt man:
f@)=z-2) (z—-2) .- (z—2,) " a

Wird jetzt die rechte Seite wieder ausmultipliziert, sieht man allgemein, dass a der Koeffizient
von z, ist. Zur Veranschaulichung wird dieser Schritt mit den Nullstellen z; und z,
durchgefihrt (also mit der Gleichung f(z) = (z —z;) " (z — z3) *aund n = 2):
f(2) =a- (2% — zz, — zz, + z,2,) = az? — azz, — azz, + az,z,
=az? —a(z; + z,)z + az,z,
Der Koeffizient von z2 ist somit a, das bedeutet a = a,, in der Schreibweise von Abschnitt 3.1.

Allgemein ist a der Koeffizient des Polynomterms mit der hochsten Potenz.



Jetzt sind alle Nullstellen z4, z, ..., z,, Nullstellen von f(z). Da es nicht zwingend notwendig
ist, dass die Nullstellen voneinander verschiedene Werte besitzen, kénnen allgemein
Nullstellen auch mehrfach auftreten, sogenannte m-fache Nullstellen. Gezeigt ist insgesamt

jedoch, dass ,,jedes Polynom n-ten Grades mindestens n Nullstellen besitzt“(aus [1, S. 47]).

3.1.4 Vierter Schritt
Nullstelle: Setzt man nun eine beliebige Nullstelle z, (k = 1, ...,n) ein, wird ein Faktor der
Gleichung null, damit auch das Polynom f(z) und eine Nullstelle ist gefunden.
Dafur gilt es noch zu beweisen, dass alle z;, z, ... die einzigen Nullstellen der Gleichung
f@)=(zZ—-2) (z—2y)" .. (z—z,) " aysind.
Dafiir nehmen wir an, dass z,,.; auch eine Nullstelle dieser Gleichung ist, die aber mit keiner
gefundenen Nullstelle z;, z, ... identisch ist.
Durch Einsetzen entsteht:

f@ni1) = (Zni1 — 21) * (Znsa — 22) " " (Znaa — Zn) * Q-
Da keiner der einzelnen Faktoren gleich 0 ist, wird auch das Produkt nicht null. Wenn aber gilt
f(z,4+1) # 0ist z,,., auch keine Nullstelle der Funktion. Das bedeutet, dass nicht mehr als n

Nullstellen existieren. [1, S. 47]

AbschlieBend kann man somit sagen, dass die Umformung
f@)=az"+an_1z" '+ . tag=a,  (z2—2) (2—2) " .- (2 — 2,)
glltig ist und es n komplexe Lésungen gibt. Die Nullstellen miissen jedoch nicht voneinander

verschieden sein. [1, S. 47]

4 Geschichte

Das sogenannte Nullstellenproblem beschéftigte die Mathematiker schon seit der Antike. Die
Schnittpunkte des Graphen mit der x-Achse, also die sogenannten Nullstellen, eines Polynoms
ersten und zweiten Grades konnten schon sehr friih bestimmt werden. Sogar Polynome vom
Grad 3 konnte der arabische Mathematiker Omar Chajjman (ca. 1025 — 1122) geometrisch
konstruieren [1, S. 48].

Bereits im 17. Jahrhundert stellten Mathematiker die Formel zur Lésung von Polynomen des

Grades 2 auf. Damit aber alle Gleichungen dieser Art zwei Losungen besitzen, miissen auch
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negative Zahlen unter der Wurzel zugelassen werden. Das geschieht bei der
Zahlenmengenbereichserweiterung von R nach C. Damit erhdlt man insgesamt immer mehr
Loésungen und die Idee entstand, dass Polynome vom Grad n vielleicht sogar unendlich viele

Nullstellen haben, die alle in C liegen. [1, S. 48]

Diskutiert wurde diese Idee auch bereits am Anfang des 17. Jahrhunderts: Der Nirnberger
Rechenmeister Peter Roth schrieb ,in seinem (1608 erschienenen) Buch ,Arithmetica
Philosophica. Oder schéne neue wolgegriindete UberauR Kiinstliche Rechnung der CoR oder
Algebrae’ (...), dass eine Gleichung n-ten Grades hochstens n Nullstellen haben kénne”
[5, S. 2-3]. Die Aussage war zwar unbewiesen, jedoch ist sie eine erste Formulierung des
Fundamentalsatzes.

Nur gut 20 Jahre spater bemerkte der niederlandische Mathematiker Albert Girard, dass die
Anzahl der Losungen einer Gleichung mit der Zahl des héchsten Exponenten lbereinstimmt.
Trotz der Konkretisierung des Gedankens des Fundamentalsatzes, konnte er seine Aussage

aber auch nicht beweisen. [5, S. 3]

5 Beweis nach d” Alembert und Gaufd

Der Beweis bestatigt die Aussage des Fundamentalsatzes, dass jedes Polynom
f(2)=az"+a,_1z"+-+ a2zt + q

in C mindestens eine Nullstelle hat.

D" Alemberts Leitgedanke war, ,,dass der Betrag jedes Polynoms ein Minimum hat (...), dass
(...) null sein muss.” (aus [5, S. 3]). Die dabei entstandene Nullstelle kann dann oft
hintereinander ,als Linearfaktor abgespalten werden” [5, S. 3]. Zuletzt entsteht dadurch der
Fundamentalsatz.

Dabei kann dieser Beweis in drei Schritten dargelegt werden.

5.1 Erster Schritt
Statt mit der Funktion f (x) zu arbeiten, beschaftigt man sich mit dem Betrag dieser Funktion,
also [f(x)|. Der Betrag bewirkt hierbei, dass die Funktion ,nicht negative, reelle Werte”

[1, S. 49] annimmt.



5.2 Zweiter Schritt

Grundannahme dieses Beweises ist es nun, dass es ,zu jedem ¢ mit f(c) #0 und damit
|f(c) > 0] eine Zahl d gibt, so dass
lfc+d)| <|f(c)l (1)

gilt“. [1, S. 49]
Also: Zu jeder Zahl ¢ mit f(c) # 0 kann man eine Zahl ¢ + d finden, , deren Funktionswert

dem Betrage nach kleiner ist” [1, S. 49] und somit ndaher an Null liegt.

Ziel und Aufgabe des folgenden dritten Schrittes ist es nun, diese Aussage zu bestatigen

[1,S. 49].

5.3 Dritter Schritt

5.3.1 Gegenannahme

Als Gegenannahme beginnt man damit, dass f(z) keine Nullstellen hat, also dass |f(z)| den
,kleinsten Wert (annehmen kann) (...), der grofRer als 0 ist” [1, S. 49]. Dadurch entsteht eine
Zahl, durch die der Funktionswert zwar den kleinsten Betrag hat, der aber immer noch gréRRer

als 0 ist und damit keine Nullstelle ist. Diese kleinste Zahl wird als ¢ bezeichnet.

So gilt fir alle z aus C:

If (O = 1f (2.

Durch die Voraussetzung, dass f(c) # 0, und das in Schritt 2 eingefiihrte d gilt:

If(c+ad)| <If (.

Diese Zahl d verkleinert durch Addition zu ¢ den Betrag. Es gilt somit:

If(c+ D] <Ifl = If (2

Dadurch entsteht ein Widerspruch, weil plétzlich ¢ (aus Schritt 3.1) doch nicht mehr die
kleinste Zahl ist, obwohl z fiir alle Zahlen steht. Damit ist die Annahme von Schritt 3

widersinnig und die Behauptung, es gdbe keine Nullstelle, widerlegt.

Damit muss nur noch Ungleichung (1) bestatigt werden. [1, S. 49]
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5.3.2 Beispiel zur Bestitigung der Annahme aus Schritt 2

Das Beispiel Polynom sei nun

f(z2)=z>+z+1.

Setzt man statt z nun z + d ein, so gilt:
fz+d)=GE+d)?*+@Z+d)+1=2z>+2zd+d*+z+d+1
=z2+z+1+42dz+d*+d=f(z)+d(d+2z+1).

Jetzt muss diese Zahl d so ausgewahlt werden, dass
lfz+d)| <|f@|mit|f(z+d)| =|f(z) +d(d+ 2z + 1)] gilt
(Analog gilt dann firc = z: |f(c + d)| < |f(O)]).

Ein Beispiel fir z soll das Verstehen erleichtern:
Fir z = —0,5 gilt:
lf(=0,5+d)| <|f(=2)]

Mit IF(=0,5 + d)| = |f(=0,5) + d(d + 2 - (=0,5) + 1)]
If(=0,5+ d)| = |f(—0,5) + d?|
Mit f(=0,5) =(-0,5)?-05+1=0,75 gilt dann:

|f(—=0,5+d)| =10,75 + d?|
Da fiir d auch die komplexen Zahlen zur Verfiigung stehen, kann d? auch negative Werte

ergeben.

Ein Beispiel wire d =4/0,75i und damit d?> = —0,75. Setzt man dieses d in die obige

Gleichung ein entsteht:

|F (-05 +/0,75i)| = 10,75 - 0,75] = 0.

Zufalligerweise hat man damit sogar die Nullstelle von f(x) gefunden.

Das Augenmerk liegt fiir diesen Beweis jedoch nur darauf, die Gleichung (l) zu erfiillen, da die

Berechnung von d sich nicht einfach gestalten wird. [1, S. 49]
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5.3.3 Allgemeine Betrachtung und Weiterfiihrung des Beispiels

Allgemein wird bei diesem Beweis ein beliebiges Polynom f(z) betrachtet, bei dem zur
Vereinfachung a,, = 1 festgelegt wird.
Daraus ergibt sich dann folgender Ausdruck:

f(@)=ayz"+a,_1z" 1+ +azt+ag=z"+a,_1z" 1+ -+ a2zt + aq (1)

Da schlieBlich d aus Gleichung (I) gesucht wird, setzt man ¢ + d fiir z in Gleichung (Il) ein und
vereinfacht dann gemaR [1, S. 50]:
fe+d)=(c+d)"+ap_(c+dD)" 1+ +a(c+d)+ay=- (1)

5.3.4 Ausblick: Pascalsche Zahlen

Um die Gleichung n-ten Grades zu l6sen, sind die Pascalschen Zahlen hilfreich.

Darstellbar sind sie in folgender Pyramide:

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5§ 1010 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 213535 21 7 1

Abbildung 1: Pascalsche Zahlen [6]

Entstehung: Die Zahlenfolgen im Dreieck entstehen jeweils durch die Addition der beiden
darlber liegenden Ziffern, was an der folgenden Grafik verdeutlicht werden soll. Die

dullersten Zahlen haben dadurch nur einen Summanden und sind folglich immer 1.
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Grad 0

1

Abbildung 2: Funktionsweise des Pascalschen Dreiecks [selbst erstellt]

Grad 1

Grad 2

Im Folgenden wird diese Anwendung auf Binomische Formeln bezogen, um dann

abschlieBend Gleichung (Ill) aus Abschnitt 5.3.3 zu |6sen.

Die erste Zeile wird fiir das Polynom 0. Grades angewandt, also fiir (a + b)°.

Die zweite Zeile gilt dem Grad 1 des eben genannten Polynomtyps: (a + b)*.

Diese Regelmaligkeit setzt sich dann in allen folgenden Reihen durch.

Beispielsweise wird die dritte Zeile betrachtet, um die Losung eines Polynoms anhand des

Dreiecks zu erklaren.

Es gilt: (a + b)? = a? + 2ab + b?. Da das Polynom mit Grad 2 zur dritten Zeile des Dreiecks

gehort, ergibt sich die Zahlenkombination 1,2,1 die auch im Term wieder auffindbar ist:

(a+b)? |1 2 1

1-a?|2-ab |1

.b2

Gleiches lasst sich auch mit dem Polynom 7.Grades darstellen:

(a+b) |1 7 21

35

35

21

7

1-a’ | 7-a®b

21-a°b?

35 - a*bh?

35 - a3b*

21-a?b®

7+ ab®

1-b7

Um die Richtigkeit dieser Rechnungsmethode zu beweisen, folgt nun ein Zahlenbeispiel:

Annahme:a =1;b = 2

Folge: (a + b)” = 37 = 2187
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a’” + 7a®b + 21a®b? + 35a*b3 + 35a3b* + 21a?b® + 7ab® + b’
=1+4+14+84+280+560+ 672+ 448+ 128 = 2187

Daraus folgt durch weiteres Rechnen fiir das Polynom n-ten Grades:

(a+b)" |1 n . |'n

1

1-a*|n-a™h| .. |n-ab™?

1-b"

Schlussfolgerung: [(a + b)® = a® + na™ b + - + nab™ ! + b"

5.3.5 Anwendung der Pascalschen Zahlen

Gleichung (lll) kann nun gemakl [1, S. 50] umgeformt werden:

fe+d)=(c+d)"+ + ot Tap=
=1-c"+n-c"d+-+n-cdt+1-d"+
+ -+ +a,=
c"+nc"td+ -+ ned™ 1t +dm +
+ +ag =
"+ +dactag+dt +ned + + =
"+ + -+ +ag+d"+ (nc+ ) + -+

(V)

Im letzten Schritt wurde die Gleichung (1V) nach den Variablen ¢ und d sortiert und kann jetzt

in zwei getrennten Teilen betrachtet werden:

f(c+d) wc+ao+

A"+ (nc+a, )d* *+ -+ a,d

f()

—_ =
e(c,d)

Vergleicht man diesen ersten
Summanden mit dem oben
aufgefiihrten f(z) fallt auf, dass er
das gleiche ist: f(z) =2z"+

Ap_12" 1+ 4+ a;z + a,.

Der zweite Summand ist ein Polynom
vom Grad n.

Um ihn spater wieder leichter zu
erkennen, wir es als e(c,d) = d™ +

(nc+a,_)d" 1+ +a,d=

14



Lediglich die Variable ¢ statt z |d™+ b,_d" '+ -+ b;d

wurde eingefihrt. bezeichnet.

Wie b,,_4; ...; by, also kurz b;, genau
aussieht ist dabei unwichtig. Ein paar
der b; kdnnen auch 0 sein.

Nun wird eine kleinste Zahl k
definiert, deren Koeffizienten b, # 0

und keN ist.

)

Ausgehend von den

Erkenntnissen bezlglich des
zweiten Summanden,
kdnnen jetzt zwei Falle fur k

unterschieden werden:

1.Fal: k=n
In e(d) eingesetzt ergibt das:
e(d) = d* + by_;d* 1 + --- + byd.
Es bleibt dann nach [1, S. 50] tibrig: e(d) = d¥ = d™.
2.Fall: k<n
Anhand eines Beispiels wird dieser Fall erldutert. Betrachtet wird wieder nur: e(d) =
dr.
Annahme:n = 2k
Folge: d™ = d?* = (d¥)? = d¥ - d¥
dnl = q?kt = g2k d = (d* - d*):d = d* - (d*: d)
A+ = @2kl = g2k . g = gk . (g - d)

Zu erkennen ist, dass fiir jedes Beispiel d*¥ am Ende ausgeklammert werden
kann. Der Ubriggebliebene Rest Term wird r(d) genannt.
Es ergibt sich nun fiir Fall 2: e(d) = d* - r(d).
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Betrachtet man jetzt beide Falle zusammen in Beachtung der Ausgangsgleichung erhalt man:

flc+d) =f(c)+dk-r(d). (V)

Anmerkung:
Es kann nur diese beiden Falle geben, da nach der Definition im oberen Kasten k die

kleinste Zahl ist und n dadurch nur gleich grol3 oder grof3er sein kann.
Weiterhin muss noch gemaR [1, S. 50] gelten: r(0) = b, # 0.

Jetzt wird Ungleichung (1) wieder aufgegriffen, weiter umgeformt und moglichst vereinfacht:
If(c+d) <If (el
Gleichung (V) eingesetztin |f(c + d)|:
If(c+d)| =1f(c) +d* - r(d)l (V1)
Da hier das <-Zeichen auftaucht, bietet sich die Dreiecksungleichung an. In diesem Fall wird

diese fur komplexe Zahlen angewendet, die lautet: |z; + z,| < |z;| + |2,].

Jetzt kann Gleichung (VI) mit Hilfe der oben angefiihrten Bedingung r(0) = a; # 0 und dem
Summanden d*r(0) — d*r(0) weiter vereinfacht werden:
f e+ )] = 1f(©) + d* - r(d)]
= |f(c) +d*-r(d) + [d*r(0) — d*r(0)]]
= |f(c) + d*r(0) + d* - r(d) — d*r(0)]

Nun wird die oben beschriebene Dreiecksungleichung angewendet:
If(c + ) < If(c) + d*r(0)] + |d* - r(d) — d*r(0)]
If(c+ I < |f(c) +d*r(0)| + |d¥| - |r(d) — r(0)] (Vi)

Da Ungleichung (1) zu zeigen ist, muss die rechte Seite von Ungleichung (VII) mit |f(c)|

vergleichbar sein. Daftr wird (VII) ,als Bruchteil(...) von |f(c)|“ [1, S. 50] im Folgenden

dargestellt.
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5.3.6 Erste Voraussetzung fiir Variable d

Um den ersten Summanden von (V1) zu umschreiben, definiert man eine neue Variable h, fir

die gilt: d*r(0) = —hf(c) mit0 <h <1lundh € R.

Daraus folgt durch Einsetzten in den ersten Summanden von (VII) und Ausklammern:

If (c) + d*r(0)] = If (c) = hf () = (1 = BIf (). (Vi)

k _ —hf(o)
d* = r(0)

Aus der Definition von h folgt fur d: (1X)

5.3.7 Zweite Voraussetzung fiir Variable d

Um den zweiten Summanden anders darzustellen, muss man |r(d) — r(0)| ,nach oben

abschatzen” [1, S. 50] kénnen (in diesem Fall nur nach oben, weil mit dem Betrag gerechnet

wird). Die Abschatzung betragt hierbei _|T(2°)|_

Erklarung: Laut [1, S. 50] gibt es eine reelle, positive Zahl p durch die fir alle d mit |d| < p gilt:

[r(d) - r(0)] < =X (X)

Wegen |d| < p gilt auch: |dk| < pk (p=0) (X1)

5.3.8 AbschliefRender Beweis des Fundamentalsatzes
Um den Fundamentalsatz zu beweisen, muss Ungleichung (l) bestéatigt werden.
Fir die Variable d missen die beiden Voraussetzungen, dargestellt in (IX) und (Xl), gleichzeitig

erfillt sein.

—hf(©)

k
r(0) |<p.

Aufgrund von Gleichung (IX) und Ungleichung (XI) folgt: |

Daraus ergibt sich durch Umformung:

|=hf ()] <p*-Ir(0)

r(0)
|=h| < |7=[p"
@\
h < %pk wegen0 < h <1
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Nun soll Ungleichung (VIl) weiter vereinfacht werden. Die Summe soll dabei |f(c)| ergeben.

(e + DI < If(©) + d*r(@)] + |d¥] - Ir(d) = 7(0)] = 1f ()
_ J

Man ersetzt den linken Summanden durch Gleichung (VIII):
If(c+d)l < (1 =Rm)If(e)]+d*-|r(d) —r(0)]
Der erste Faktor des zweiten Summanden wird durch Gleichung (1X) ausgedruckt:

—hf(c)
r(0)

Mit Hilfe der Ungleichung (X) wird durch Ersetzen des zweiten Faktors des zweiten

Iflc+ D] = A -nIf)+

“|r(d) —r(0)]

Summanden aus dem <-Zeichen ein <-Zeichen.

—hf (c)
r(0)

1)
2

Ifc+ | <A -=nmIf(] + ‘

Jetzt wird der Term vereinfacht.

Fle+ )l < (- nife)+ 2]

Ifc+ D <A =WIf(]+7 If(C)I

Nun wird |f(c)| wird ausgeklammert:

h
fe+dl<(1-3)1r@
Fur sehr kleine Werte fur h ndhert sich der Term (1 — g) dem Wert 1.

Ifc+ad)] <1-]f(o)l

Also schlieBlich:
If(c + )| <|f ()l

Damit sind Ungleichung (1) und dadurch auch der ganze Beweis erbracht.

Nun ist der Fundamentalsatz der Algebra bewiesen. [1, S. 51]
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Dieser Beweis beruht auf d’Alembert, der seinen 1746 ausgesprochenen Fundamentalsatz der
Algebra beweisen wollte. Das gelang ihm aber nicht vollstdandig und so komplettierte Gaul3

den Beweis 1799. [3, S. 111-112]

6 Geschichte der verschiedenen Beweise

Seit es den Fundamentalsatz gibt oder bewusst von ihm Gebrauch genommen wird, sind
Mathematiker am Beweis dieses Satzes interessiert. Bereits im 17. Jahrhundert versuchte man
sich daran, doch erst um 1800 gelang es den Mathematikern schliissige und nachvollziehbare
Beweise zu entwerfen. Bis heute gibt es ungefahr 200 davon.

Ein herausragender Mathematiker, der sich viel mit der Zahlenmenge C auseinandersetzte,
lieferte 1749 sogar zwei Beweise. Leonard Eulers Ansatze sind jedoch nicht ganz logisch,
dienten jedoch weiteren Mathematikern als Basis ihres Beweises. 1795 gelang der erste
richtige und in sich schlissige Beweis.

Carl Friedrich Gaul’ schaffte es drei Beweise des Fundamentalsatzes (von 1799 bis 1849) zu
entwerfen, die in der Mathematik ein hohes Ansehen genielRen, auch wegen ihrer

Komplexitat. [1, S. 51]

7 Ausblick: Bedeutung und Anwendung des Fundamentalsatzes der
Algebra

Der Fundamentalsatz ist nicht nur theoretisch schén anzuschauen, sondern hat auch einen
Nutzen, auf den sogar in der Schule zurilickgegriffen wird, ohne ihn explizit zu nennen
[8, S. 21]. Denn Nullstellen eines Graphen spielen schon in den Anfangsjahren eines
Mathematikschilers eine Rolle. Im Grunde genommen sagt der Fundamentalsatz aus, dass ein
Polynom Nullstellen besitzt, welche herausfindbar sind durch Faktorisieren des Terms. Somit

ist dieser Satz schon jlingeren Schiilern insgeheim bekannt.

Doch um den Fundamentalsatz auch praktisch zu zeigen, folgen nun Beispiele der Anwendung

des Satzes.
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7.1 1.Beispiel

Das Polynom x? — x + 1 = 0 kann in zwei Zahlenmengen betrachtet werden. Beginnt man
mit der Menge der reellen Zahlen R kann man mit Hilfe der Diskriminante der quadratischen
Gleichung herausfinden, wie viele Losungen die Gleichung haben muss:
b? —4ac=(-1)*>—-4-1-1=-3
Da die Diskriminante < 0 ist, existieren in R keine Losungen.
Der Fundamentalsatz jedoch gibt vor, dass es 2 nicht zwingend voneinander verschiedene
Losungen in C gibt. Also priifen wir die Losungsanzahl in C anhand der Lésungsformel fiir
quadratische Gleichungen:
C1+VI-4-1-1 143 14V3i2 143
/2= 2 -T2 T 2z T2
L {1 V3i 1 \/§i}

AN RN

Dieses Ergebnis stimmt auch mit der Aussage des Fundamentalsatzes (Uberein.

Bemerkenswert ist, dass in R keine Loésungen bestimmbar sind, in C aber schon.

7.2 2.Beispiel

Dieses Beispiel stammt aus der Quelle [9, S. 26].

Auch bei der Gleichung z3 = 8 kann die Anzahl der Lésungen in R mit der in C verglichen
werden.

R:Daz; = VY8 =2, gibt esin R eine L6sung!

C: Durch Ausprobieren erhélt man, dass (—1 ++/3i)3 = 8 ist. Daraus ergeben sich die
weiteren beiden Losungen z; = —1 ++/3i und z, = —1 — /3!

Der Fundamentalsatz sagt also richtig aus, dass es (da n = 3) drei (nicht zwingend

voneinander verschiedene) Lésungen geben muss.

L={2; -1 ++3i;—1—3i}

7.3 3.Beispiel

SchlieRBlich soll auch die komplizierte Gleichung z3 — 3z2 + z — 3 = 0 untersucht werden.
Durch Ausprobieren kommt man in R auf die Losung z; = 3. Die Probe beweist dieses

Ergebnis: 33 —3:324+3-3=27-27+3-3=0
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Da der Fundamentalsatz aussagt, dass es aber insgesamt drei Losungen gibt, wendet man sich

auch der Zahlenmenge der komplexen Zahlen zu, um die fehlenden zwei L6sungen zu finden.

Wiederum durch Ausprobieren erhdlt man z, = i und z3 = —i. Auch hier soll als Beweis die

Probe durchgefiihrt werden:

Zy

Z3

i > 3-3-i’?+i—-3=—-i+3+i—-3=0
—i > (=)*-3-(-)?—i-3=i+3-i-3=0
L=1{3; —i;i}
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