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1. Einleitung — Was ist Zahlentheorie?

,Die Mathematik ist eine Art Spielzeug, welches die Natur uns zuwarf zum Troste und zur

Unterhaltung in der Finsternis.” jean-jacques Rousseau

Die Zahlentheorie betrachtet die Zahlen und jene Fragen, die sich aus ihnen ergeben und
versucht diese Fragen mit Verwendung der Zahlen zu beantworten. In den natliirlichen Zah-
len hat man das Phdnomen der Primzahlen, also einer Zahl, die nur durch sich selbst und
eins teilbar ist, beobachtet. Nun fragt man sich, wie viele es gibt oder wie man diese Zahlen
finden kann. Diese Beobachtungen versucht man auf andere Zahlen zu ibertragen. So findet
man immer neue Probleme, die gelost werden kdnnen. Ob man sich damit, wie Rousseau
sagt, nur in der Finsternis beschaftigt oder auch in gliicklicheren Zeiten, hangt von der Liebe

zu den Zahlen ab.

2. Definition eines Rings

Zunachst moéchte ich erklaren, was man unter einem mathematischen Ring versteht. Ein Ring
ist eine Menge R mit zwei Operationen + und -, man schreibt (R, +,"). Dieser muss die fol-

genden Axiome erfiillen.

2.1 Axiome vgl. [1S. 69f], [2S. 3]

(A1) (R, +) ist eine abelsche Gruppe:

Zuerst muss fur die Menge (R, +) gelten, dass sie eine abelsche Gruppe ist, das heift fir die
Gruppe gilt das Assoziativgesetz: a,b,c € R: (a + b) + ¢ = a + (b + ¢). Dazu existiert ein
neutrales Element e: a,e € R: a + e = a. Nimmt man hier die ganzen Zahlen als Beispiel ist
e = 0. AuBerdem muss ein inverses Element h existieren: a,e,h € R: a + h = e. In Z kbnnte
beispielsweise a = 3 sein und daraus ergibt sich fir h = —3. Gelten nur diese drei Eigen-
schaften ist die Menge (R, +) eine Gruppe, damit sie aber eine abelsche Gruppe ist, muss sie

kommutativ bzgl. der Addition sein: a,b € R:a+ b = b + a.

(A2) (R,") ist eine Halbgruppe:
Damit die Menge (R,") eine Halbgruppe ist, muss fur diese lediglich das Assoziativgesetz gel-

ten, das heiBt: a,b,c € R:(a-b)-c=a-(b-c)



(A3) Fiir (R, +,") gilt das Distributivgesetz
Nun betrachten wir die Menge (R, +,-) mit beiden Operationen. Diese muss in einem Ring
die Distributivitat erfillen, sowohl rechtsseitig: a,b,c € R:(a+b)-c=a-b+b-c,als

auch linksseitig: a,b,c € R:a-(b+c)=a*b+a-c

Sind die Axiome (A1) bis (A3) erfillt, so hat man bereits einen Ring. Jedoch haben solche
Ringe, mit dem Ring Z, den wir schon kennen, wenig zu tun. Es gibt also noch speziellere For-

men des Rings, von welchen wir die Wichtigsten im Folgenden betrachten.

(A4) Der unitare Ring:

In diesem Ring muss fir die Halbgruppe (R,") zusétzlich zu den oben genannten Axiomen ein
neutrales Element f existieren: a,f € R:f -a = a = a - f. In den meisten Ringen nennt
man f = 1, oder Einselement. Nimmt man zur Veranschaulichung wieder die ganzen Zahlen,

so ist es selbstverstandlich,dassz-1=1-z =2z firallez € Z.

(A5) Der kommutative Ring:

Ein kommutativer Ring muss zundchst alle Eigenschaften eines unitaren Rings erfiillen und
zusatzlich kommutativ bzgl. der Multiplikation sein, d.h.a,b € R:a-b=b-a.

Beispiele flir einen kommutativen Ring sind die ganzen Zahlen Z und die ganzen gaul3schen

Zahlen G.

2.2 Rechenregeln vgl. [1S. 69]
Nachdem wir jetzt wissen, was ein Ring ist, mochte man in diesem auch rechnen kénnen.
Das ist ziemlich einfach, denn in Ringen operiert man mit den bekannten Rechenregeln. Im

Folgenden erldutere ich diese noch einmal kurz.

(R1) Jedes Element multipliziert mit Null, ergibt Nul: a € R:a-0=0-a=0

(R2) Multipliziert man einen negativen Faktor mit einem positiven, so ist das Produkt ne-
gativia,b € R:(—a) b = —(a"b)

(R3) Multipliziert man zwei negative Faktoren miteinander, so ist das Produkt positiv:
a,b€R:(—a)-(—b)=a"b

(R4) Es gilt ,,Punkt-vor-Strich“, was das Setzen vieler Klammern ertbrigt:

a,b,ceR:(a-b)+c=a-b+c



2.3 Einheit vgl. [1 S. 70], [3 S. 51]
Man nennt ein Element des Rings R eine Einheita € R ,wenn:a,b € R:a-b=b-a = 1.
1 1

Flr eine bessere Vorstellung, kann mansichb = a™ " = - denken, obwohl die Division im

Ring nicht vorhanden ist. Es gibt in einem Ring ja lediglich die zwei Operationen + und . In
den ganzen Zahlen Z existiert fir fast jedes Elementa das Inverse Element % nicht. Die ein-

zigen Elemente, flr die ein solches existiert, sind 1 und —1.

Als weiteres Beispiel nehmen wir die reellen Zahlen R. Betrachten wir eine reelle Zahl r,

. . . 1, 4. . 1 .. .
dann gibt es immer eine andere reelle Zahl - flr die gilt, r - -= 1 furr # 0. Es sind also alle
reelle Zahlen auBer 0 Einheiten.

2.4 Teiler vgl. [1S. 85]
In einem Ring(R, +,") nennt man eine Zahl a Teiler von b, man sagt a teilt b und schreibt

a | b, falls es eine Zahlr € R gibt mitb =r-a

Um das genauer zu erklaren, sollten wir bedenken, dass es in einem Ring die Operation Ge-
teilt nicht gibt. Anders ausgedriickt werden in diesem Fall also nur diejenigen Zahlen Teiler
genannt, bei denen die Division aufgehen wiirde. a | b also, wenn b ein Vielfaches von a

ist.

2.5 Normvgl. [1S.76,87]
Eine Funktion n: R \ {0} — N;, nennt man Norm auf einem nullteilerfreien Ring R, falls es

furalle a,b € R mit a # 0 Elemente q,r € R gibt mit b = ga + r und n(r) < n(a) oder
r = 0. Die Norm dient meist als eine Art GrofRenbestimmung, sodass auch in nicht geord-
neten Mengen, das sind Mengen, in denen es kein < gibt. Beispielsweise bei den komple-
xen Zahlen ist es nicht moglich zu sagen, dass 1 + i < 2 + i ist. Der Betrag einer ganzen

Zahl ist eine Norm, die viele kennen, jedoch nicht unbedingt wissen, dass es eine Norm ist.



3. Der Gauldsche Zahlring vgl. [4]

Carl Friedrich GauB war in vielen Bereichen seiner Zeit voraus,
auch fur die Zahlentheorie war er von grof3er Bedeutung. Er
hat viele mathematische Probleme beweisen kénnen unter
anderem hat er auch, die nach ihm benannten gauRschen Zah-

len eingefiihrt.

Abbildung 1:
Carl Friedrich
Gaufs vgl. [5]

3.1 Menge der ganzen gauldschen Zahlen vgl. [3 S. 49]
Die Menge der ganzen gauBschen Zahlen ist: G = {a + bi|a, b € Z}. Sie ist also eine Teil-

menge der komplexen Zahlen C. Man kann sie in gewisser Weise mit der Teilmenge Z von
R vergleichen. Denn sowohl in G, als auch in Z wird nur ein abzahlbar unendlicher Teil be-
trachtet, das heil’t es gibt nur so viele Im#
ganze Zahlen und gaullsche Zahlen, ~ ------- -------- -------- -------- -------- --------
wie es natirliche Zahlen gibt. Fur eine .3 +2i
ganze gaulische Zahl z = a + bi mis- . '

sen der Realteil Re(z) und ihr Imagi-

narteil Im(z) ganzzahlig sein. Gra-

Y

phisch veranschaulicht bildet die 0 L Re

Menge G alle Zahlen, die im Koordina-

tensystem auf den ganzzahligen Gitter- : :
. Abbild 2:vgl. [9
netzpunkten in der komplexen Ebene fldung 2: vgl. [9]

liegen. Das werden wir spater beweisen.

3.2 Einheit, Teiler, Norm vgl. [3 S. 49-51]
In diesem Punkt mochte ich noch einmal speziell auf den Ring der ganzen gaulRschen Zah-

len bezogen zeigen, was Einheit, Teiler und Norm sind.
Um ganze gaullsche Zahlen von den ganzen Zahlen (a, b, c, ...) abzugrenzen werden oft

griechische Buchstaben («, 5,7, ... ) verwendet.



Fiir die ganzen gauBschen Zahlen G sind die Einheiten 1,i, —1, —i.
Beweis:

1'1=1=>b=1

i-(—i)=1=>b=-i

-1-(-1)=1=>b=-1

—iri=1=>b=1i
Als nachstes wollen wir uns anschauen, was ein Teiler in G ist. Fir a, f € G nennt man «
einen Teiler von (3, geschrieben a|f, wenn ein y € G existiert, firdas a - y = f gilt. Im
Grunde ist diese Definition nichts anderes als bei 2.4 bereits erklart. Lediglich a, f und y
sind jetzt ganze gaullsche Zahlen. Natiirlich muss auch hier bericksichtigt werden, dass
man beim Teilen nicht aus der Menge der ganzen gaulschen Zahlen fallt. Damit das klarer

wird, mochte ich noch ein paar Beispiele zu Teilern vorstellen.

—2i | 8,denn (—2i)-(4i) =8
3+3i|18,denn (3+3i)-(3—3i)=9+9i—9i+9 =18
3+i|16+2i,denn 3+1)-(5—i) =15+5i—3i+1 =16+ 2i

Wie schon erwahnt, ist das Teilen auch im gauRschen Zahlring nicht ganz perfekt. Dazu
misste er ein Korper sein. Es gibt ndmlich viele Zahlen, die nicht Teiler aller anderen Zahlen

sind.

1+1i t4+ 3i,dennes misste eine ganze gaulische Zahl geben, fur die
1+i)-(a+bi)=a—b+i(a+b) =4+ 3i. Es misste fur das Gleichungssystem

a—b =4unda + b = 3 eine ganzzahlige Losung geben. Jedoch ista = 3,5und b = —0.5

Schliel3lich mdchte ich die Norm definieren. Die Norm einer ganzen gaullschen Zahl
a = a + bi € G ist die natiirliche Zahl oder Null N(a) = (a + bi) - (a — bi) = a? + b*. Im
Koordinatensystem ist die Norm also das Quadrat des Betrags einer ganzen gaufRschen Zahl.

AuBerdem gilt fur alle a, B € G:

N(a-pB) = N((a + bi)-(c+ di)) = N(ac — bd + (ad + bc)i) =

= (ac — bd)? + (ad + bc)? = a?c? — 2abcd + b?d? + a?d? + 2abcd + b%c? =
= a%c? + b%d? + a®d? + b?c? = a?(c* + d?) + b?(c?* + d?) =

= (a® + b*)(c* +d*) = N(a) - N(B)



Zudem gilt die Teilbarkeitsbeziehung N(a)|N(B), denn a-y = f, also muss N(B) =
N(a-y) =N(a) N(y)

3.3 Isomorphie zu Z x 7 vgl. [1S. 71]

Oben bei 3.1 haben wir uns die ganzen gaullschen Zahlen bereits in einem Gitternetz vor-
gestellt. Das ist allerdings nur moglich, wenn G zu Z X Z isomorph ist. Zwei Ringe heillen
isomorph, wenn es zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt. Der Begriff Isomorphie setzt
sich aus den griechischen Wortern isos, was ,gleich” bedeutet und morphé, was die ,,Ge-
stalt” heillt, zusammen vgl. [5 S. 678,683]. Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Homomor-
phismus. Ein Homomorphismus ist eine Funktion ¢, die Elemente eines Rings (R, +,7) auf
Elemente eines zweiten Rings (S, ®,©) abbildet und dabei die Struktur des Rechnens er-

hélt. In Formeln ausgedriickt schreibt man:

p:R->S

r— ¢(r)

@(a+b) =¢(a) ® o)
¢(a-b) = ¢(a) © ¢(b)
p(1lg) =15

Das Einselement des einen Rings wird auf das Einselement des anderen Rings abgebildet.
Zudem wird das Bild der Summe der Elemente a und b auf die Summe der Bilder von a und
b abgebildet, genauso beim Produkt. Eine solche Funktion ¢ ist bijektiv, wenn sie injektiv
und surjektiv ist. Ein Homomorphismus ist injektiv, wenn keine zwei (oder mehr) Elemente

aus R auf das gleiche Element in S abgebildet werden (siehe Abbildung 3).

Abbildung 3 [selbst erstellt]



Eine Funktion ist surjektiv, wenn jedes Element aus S einen Partner in R hat (siehe Abbil-

dung 4).

Abbildung 4 [selbst erstellt]

Die Tatsache, dass jedes Element aus R abgebildet wird, in Abbildungen 3 und 4 also ein

Pfeil von ihm wegflihrt, folgt schon daraus, dass wir es mit einer Funktion zu tun haben.

Existiert ein solcher bijektiver Homomorphismus, also ein Isomorphismus, zwischen zwei

Ringen, enthalten sie gleich viele Elemente.

Damit wir uns G als Gitternetz Z X Z vorstellen kénnen, suchen wir also eine Abbildung,
die den Raum von G in das Gitternetz Z X Z unter strenger Erhaltung der Rechenarten um-

formt.
Wir haben also die Ringe (G, +,") und (Z X Z ,+,"). Fir die Operationen in Z X Z gilt:

(alb) + (c|d) = (a+c|b+d)
(alb) - (c|d) = (ac — bd|ad + bc)

Was vielleicht etwas verwirrend sein kann, ist dass es jetzt drei verschiedene Plus-Rechen-
arten und drei verschiedene Mal-Rechenarten gibt, namlich die zu G, Z X Z und Z gehori-
gen. Wenn rechts und links vom Rechenzeichen zwei Elemente aus G bzw. Z X Z bzw. Z
stehen, wird selbstverstandlich die zu der jeweiligen Menge gehorigen Rechenart verwen-
det. Wir schreiben der Lesbarkeit halber immer das gleiche Zeichen verwenden, was so (b-

lich ist.



Sei @: G — Z X Z eine Funktion mit ¢(a + bi) = (a|b).

Homomorphie-Eigenschaft:

p((a+b)+(c+d))=¢(la+)+B+d)i)=(a+clb+d) =

= (alb) + (c|d) = ¢(a + bi) + ¢(c + di)

@((a+bi)-(c+di)) = p(ac — bd + (ad + bc)i) =

= (ac — bclad + bc) = (a|b) - (c|d) = @(a + bi) - p(c + di)
Das Einselement in G ist 1 + 0i, das Einselement in Z X Z ist (1]0).

@(1+00) = (1/0)

= @ ist ein Homomorphismus
Bijektivitat:
Als erstes betrachten wir die Injektivitdat von ¢.SeiG 3 a = a + bi, G3 f = ¢ + di mit
a # [5. Das bedeutet also, dass nicht gleichzeitig a = c und b = d sein kann. Jetzt miissen
wir zeigen, dass a und B von ¢ nicht auf das gleiche Element in Z X Z abgebildet werden.
Betrachte ¢(a) = (a|b), ¢(B) = (c|d) und die Gleichung (a|b) = (c|d). Die Gleichung ist
nur dann wahr, wenn a = c und b = d. Das kann nach der Annahme aber nicht eintreten.

= @(a) # @(B).a und B werden also von ¢ auf verschiedene Elemente in Z X Z gesen-

det, also ist ¢ injektiv.

Zusatzlich muss ¢ noch surjektiv sein. Wahle (a|b) € Z X Z. Jetzt missen wir ein Element
aus G finden, welches auf (a|b) abgebildet wird. Dieses Element ist a + bi. Es wird also je-

des Element aus Z X Z von ¢ getroffen.

= @ surjektiv = ¢ bijektiv = ¢ ist Isomorphismus
G ist damit isomorph zu Z X Z . Damit haben wir gezeigt, dass sich die ganzen gauRschen
Zahlen als Gitternetz darstellen lassen, die Addition sich als eine Art , Vektoraddition” dar-

stellen lasst und die Multiplikation sich als Drehstreckung darstellen lasst.

3.4 Primelemente vgl. [1S. 94f], [3 S. 51-54]
Wir nennen eine ganze gaulische Zahl prim, wenn sie auBer den Einheiten und ihren Asso-

ziierten keine weiteren Teiler hat. Die Assoziierten einer Zahl a sind a mit jeweils einer Ein-



heit multipliziert, also a, ia, —a, —ia. Es ist nichts Besonderes, dass eine Zahl durch ihre As-
soziierten teilbar ist, denn das gilt fiir jede Zahl:

Sei a € @, so missen wir ein y € G finden, sodass

ay=a=y=1= ala
iay=a = y=—i =2ia|la
—ary=a=>y=-1= —ala
—ilary=a =>y=Ii > —iala

furallea € G

Die Menge aller Teiler einer Primzahl wist also T () = {1,i,—1, —i, «, im, —m, —im}. Die

Menge aller Gaullschen Primzahlen nennen wir GIP.

4. Finden des grofdten gemeinsamen Teilers

4.1 Euklidischer Algorithmus vgl. [6 S. 34-37]
Der euklidische Algorithmus ist ein Verfahren zum Finden des gréRten gemeinsamen Tei-

lers (ggT) von zwei Zahlen, man schreibt ggT (x, y). Dieser wurde von Euklid ungefahr
300 v.Chr. in seinem Werk ,,Die Elemente” beschrieben. Allgemein ist ein Algorithmus eine
systematische Rechenmethode mit bestimmten Anweisungen, also wie ein Kochrezept. Es
ist jetzt nicht mehr notwendig durch Uberlegen auf den ggT zu kommen, was gerade bei
sehr groRen Zahlen schwierig ist. Auch fur den Computer ist es so moglich den ggT zu fin-

den.

Zunachst missen wir ein paar Voraussetzungen kennen. Jede Zahl hat nur Teiler, die im Be-
trag kleiner oder gleich grof wie sie selbst sind und folgernd daraus hat jede Zahl nur end-
lich viele Teiler. Da wir uns noch in der Menge Z befinden, ist es einfach aus dieser endli-

chen Menge der Teiler, den groRten Teiler d = ggT (a, b) zu finden. Beispiel:

a =74 Teiler:{1,2,37,74}
b = 21 Teiler: {1,3,7,21}
= ggT(74,21) = 1

Wirde man jetzt grofRere Zahlen nehmen, wird es schwieriger und aufwendiger alle Teiler
zu finden. Daher ware es sinnvoll den euklidischen Algorithmus zu verwenden. Ich mdchte

zunachst mit einer einfachen Tatsache beginnen.
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Wir kdnnen im Bereich der ganzen Zahlen Z eine beliebige Zahl mit einer anderen teilen,

allerdings bleibt hier oft ein Rest Gbrig. Zum Beispiel:
381 +5=76Rest1

Man kann also auch schreiben: 76 - 5+ 1 = 381
Dass dies moglich ist, haben wir bereits in der Grundschule gelernt. Folgender Satz be-

schreibt das.

a=bq+r furallea,b € Zmitb >0und q,r € Z,wobei 0 <r <b
Um diesen Satz zu beweisen, muss man bedenken, dass es zwei Maoglichkeiten fiir a gibt.
Entweder ist a ein Vielfaches von b, also die Division geht auf,
a=b-q =2r=0
oder a ist kein Vielfaches von b. In letzterem Fall kbnnen wir aber darauf schlieRen, dass a
zwischen b - g und ihrem nachsten Vielfachen b - (q + 1) liegt. In Formeln ausgedriickt:
b-g<a<b-(q+1)
Jetzt wollen wir natiirlich den Unterschied zwischen b - g und a, also den Rest, berechnen.
Hierflir formen wir obigen Satz um:
r=a—(b-q)
Damit r die Voraussetzungen erfillt, muss es positiv und kleiner als b sein. Andernfalls gibt
es mehrere Moglichkeiten fiir den Rest. Wir wissen bereits b - g < a also istr > 0. AuRer-

dem kann man die Ungleichung so umformen, dass man sieht r < b:

a=bq+ (a—bq)
a<bg+b

bq + (a—bq) <bg+Db

r

Wir haben nun den obigen Satz a = bq + r bewiesen. Wenn wir daraus folgern kdnnen
99T (a,b) = ggT(b,r) so funktioniert der euklidische Algorithmus. Zundchst nehmen wir
diese Aussage an und probieren ein Beispiel aus, um die Funktionsweise des Algorithmus

zu veranschaulichen.

a=74 b=21
74 =21-3+11
99T (74,21) = ggT(21,11)
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21=11-1+10
99T (21,11) = ggT(11,10)

11=10-1+1
g99T(11,10) = ggT(10,1)
10=1-10+0

= ggT(74,21) = ggT(1,0)
Man wiederholt dieses Verfahren also solange, bis r = 0 ist.

Kommen wir nun zurtick zu der Gleichung ggT (a, b) = ggT (b, r) und versuchen diese zu
beweisen. Wir wissen bereits a = bq + r, also suchen wir uns eine Zahl u; die sowohl in a,
als auch in b enthalten ist. Diese Zahl u; € gT(a, b) ist also ein gemeinsamer Teiler. Wir

haben also: a = s;u; b = tjuy
Wir kénnen einfach tberprifen, dass u; auch in dem Rest r enthalten sein muss, denn
r=a—bq=su; —tju; - q =u(s1 — t19)

Somit ist u; ebenfalls ein Teiler von r. Damit ist ein Teiler von a, b auch ein Teiler von r. Al-
lerdings missen wir auch wissen, ob die Umkehrung stimmt, also ob ein Teiler von b, r

auch ein Teiler von a ist. Wir haben also: b = s,u, 1 = tyu,
a= bq +r= SoUyp - q + tzUZ = uz(SZq + tz)
Jetzt kdnnen wir sagen, dass jeder gemeinsame Teiler von a, b ein gemeinsamer Teiler von
b, r ist.
9T (a,b) = gT(b,7)
Wir kdnnen also alle gemeinsamen Teiler finden und da diese Menge endlich ist auch den

groRten Teiler. Der euklidische Algorithmus funktioniert folglich. Bei den ganzen gaulRschen

Zahlen G werden wir es schwieriger haben, da diese keine geordnete Menge sind.

4.2 Division mit Rest in G vgl. [3 S. 54-56]
Wie oben bereits erwdhnt, haben wir in der Menge der ganzen gauRschen Zahlen das Prob-

lem, dass diese keine geordnete Menge sind. Das heildt, wir wissen nicht, ob eine Zahl gro-
Rer ist als die andere. Aus diesem Grund nehmen wir uns die Norm als Hilfe, denn diese
ordnet jeder gauBschen Zahl eine Natirliche zu (siehe 2.5) und somit kénnen wir das Wis-

sen von 4.1 anwenden.
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Wir beginnen also mit einem dhnlichen Satz:
a,f EGmitf #0
K,0 €EG
a=Fk+p mitN() <N(B)

Diese Gleichung hat im vorherigen Punkt das Teilen mit Rest dargestellt. Jetzt stellt sich die
Frage was beim ,Teilen” von zwei ganzen gaulRschen Zahlen passiert, da es im Ring der gan-
zen gaullschen Zahlen nicht existiert. Wir versuchen also:

a
E=A+m ABEQ

Wir nehmen uns die Elemente also aus Q, weil wir wissen, dass teilen hier funktioniert. Die
Zahl A + Bi, die wir nun haben, liegt auf keinem Gitternetzpunkt. Daher suchen wir uns
jetzt diejenige ganze gaullsche Zahl k = x + yi, die am nachsten Gitternetzpunkt liegt. Der
Abstand zwischen diesen beiden Punkten ist dann der Rest geteilt durch 3, der bei der Divi-
sion entsteht. Um sich ein besseres Bild davon zu machen verwenden wir diese graphische

Darstellung:

Y

Abbildung 5 [selbst erstellt]

Es wird also immer der Gitternetzpunkt ausgewahlt, der von der Zahl A + Bi am wenigsten

weit entfernt ist. Diese Regel missen wir jetzt noch mathematisch aufschreiben:

|A |<1 d |B <1
x|=5 und [B-y|l=5
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Das bedeutet, dass der am weitesten entfernte Punkt, der noch zu einem Gitternetzpunkt
gehort die Mitte des Quadrats ist. Rechnerisch findet man k also durch Runden von A und
B. Liegt der Punkt in der Mitter eines Quadrats, so nehmen wie denjenigen Gitterpunkt mit
kleinstem Real- und Imaginarteil, wir runden also ab. Als nachsten Schritt wollen wir den

Rest o finden. Wir formen obigen Satz um:

e=a-xp

Jetzt klammern wir 8 aus und setzen ein.

Q=ﬁ(%—K)=ﬁ(A+Bi—K)=B(A+Bi—(x+yi))=,8((A—x)+(B+y)i)

Damit die Gleichung einer Division mit Rest eindeutig ist, haben wir gefordert, dass
N (o) < N(B) ist. Die Norm ist notwendig, weil G keine geordnete Menge ist. Wir berech-

nen die Norm von g:
Multiplikativitat d. Norm

v
N(@) =N(B((A—x)+ (B -»)i)=NB) N((4-x)+ (B - y)i)
@) =27+ @3 <NE)-[(2) +(2) 1= M) 2 < ND)
- 2 2 2
Jetzt haben wir gezeigt, dass N (o), wie gefordert kleiner als N(f) ist. Zu jedem Zahlenpaar
a, f kdnnen wir jetzt die Gleichung o = Sk + p finden. In Analogie an das Teilen mit Rest

bei den ganzen Zahlen Z kdnnen wir auch schreiben: a ~ [ = k Rest g

Die Existenz des Teilens mit Rest in G legt nahe, dass es eine dhnliche Moglichkeit den ggT
zu finden, geben miusste. Wir suchen also ein Analogon zum euklidischen Algorithmus. Wir
nennen ihn Divisionsalgorithmus fiir die ganzen gauBschen Zahlen. Zuerst miissen wir defi-
nieren was der ggT (a, B) zweier Zahlen im Ring G ist. Wir nennen & den groRten gemein-
samen Teiler von «, §, wenn § ein gemeinsamer Teiler ist und jeder andere Teiler von «, 8

ein Teiler von § ist. Wir schreiben ggT (a, B) = 6.

Es gibt immer vier grofSte gemeinsame Teiler, weil jedes Assoziierte also §, —4§, i§, —id auch

die Definition des ggT erfillt. Betrachten wir nun zwei gaul3sche Zahlen ay, 5, € G.

ay = Kofo + 0o mit N(o) < N(f)

Daraus folgt (analog zu bei 4.1):

99T (ao, Bo) = 99T (B0, Qo)
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Zur Bestimmung des ggT (a,, By) geht man also wie folgt vor. Wir stellen die Gleichung
@y = Kofo + 0 auf. Ist ¢ = 0, soist ggT (ay, Bo) = 9gT(Bo, 0) = Bo. Anderenfalls divi-
diert man 8, + 0, und erhélt dadurch die Gleichung B, = k100 + 01 mit N(0,) < N(0y)-
Ist 0, # 0 fihrt man eine weitere Iteration durch. Weil die Folge N(8,) > N(o,) > N(01) >
-+ > N(9,-1) > N(0,) = 0 eine absteigende endliche Folge ist, bricht unser Algorithmus

nach dem n-ten Schritt sicher ab.

Das sieht man leicht anhand der Zeichnung:

v

On
01

Abbildung 6 [selbst erstellt]

Man erkennt leicht, dass es innerhalb eines Kreises mit Radius \/ N(f,) nur endlich viele

Gitterpunkte gibt. Deswegen gibt es immer eine Zahl n € N, sodass N(g,) = 0, = 0.

Wir erhalten dadurch die Gleichungskette ggT (@, Bo) = 99T (Bo,00) = 99T (00, 01) =
= 99T (0n-1,0n) = 99T (0n-1,0) = 0p-1.

Wir haben also den Divisionsalgorithmus um den ggT zweier ganzer gaullscher Zahlen zu

finden, gefunden. Diesen wollen wir anhand eines Beispiels veranschaulichen.

a=-21+18i b=-13-i
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Zuerst mussen wir K, finden.

—21+18i (—21+18i)(=13+1i) 255 —255i
—13—-i 169 + 1 B 170

3 3.
2" 2"
= Abrunden =1 —i =k,
Als nachstes berechnen wir g.
oo=a—Pfr=(-21+18)—((-13 - (1 —1)) = (—21 + 18i) — (=14 + 120)
=—-7+6i
Jetzt setzen wir in die Gleichung a = Sk, + g, ein.

—21+18i=(-13—-0)-(1—-i)+ (=7 + 60)
99T (=21 +18i,(—13 —i) = ggT(—13 —i,—7 + 6i)
Fir die Iteration missen wir wie zuvor k; und g4 finden.

130 (-13-0(-7-6) 85485 _
—7+6i 49 + 36 ~ g !

= man muss nicht runden = o, =0

99T (=21 + 18i,—13 — i) = ggT(—=13 —i,—7 + 6i) = ggT (=7 + 6i,0) = —7 + 6i

5. Ausblick

In der ganzen Arbeit haben wir gesehen, dass es viele Parallelen zwischen den ganzen Zah-
len Z und den ganzen gaulRschen Zahlen G gibt. Wiirde man also alles, was man Uber die
ganzen Zahlen weil} fiir die ganzen gaulRschen Zahlen weiterspinnen, so erschlieflen sich
einem annahernd unbegrenzte Moglichkeiten in der Welt der ganzen gaulischen Zahlen.
Man kdnnte zum Beispiel untersuchen, ob es gauBBsche Primzahlen bestimmter Archetypen

gibt oder welche Zahlen n-te Wurzeln besitzen. Doch das ware eine weitere Seminararbeit.
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