[4, S.459-464] (1) THE most obvious mechanical phenomenon in electrical and magnetical experiments is the mutual action by
which bodies in certain states set each other in motion while jtill at a sensible distance from each other. o The first step, therefore,
in reducing these phenomena into scientific form, :is to ascertain the magnitude and. direction of the force ’ cting between the bo-
dies, and .when it is found that this force depends in a certain u-ay upon the relative position of the bodies and on their, electric
or magnetic condition, it seems at first sight natural to explain the facts by assuming the existence of something either at rest or
in motion in each body, constituting its electric or magnetic state, md.capable of acting at a distance according to mathematical
laws. oIn this way mathematical theories of statical electricity, of magnetism, of the mechanical action between conductors carrying
currents, and of the induction of currents have Wn formed. In these theories the force acting between the two bodies is treated with
reference only to the condition, of. the bodies and their relative position, and without any express consideration of the surrounding
medium. These theories assume, more or less explicitly, the existence of substances the particles [of which have the property of acting
on one another at a distance by attraction or repulsion. The most complete development of a theory of this kind is that of M. W.
WEBER¥*, who has made the same theory include electrostatic and electromagnetic phenomena. r In doing so, however, he has found
it necessiary to assume that the force between two electric particles depends on their relative velocity, as well as on their distance.
This theory, as developed by MM. W; WEBER and C. NEUMANN f{,is exceedingly lgenious, and wonderfully comprehensive in its
application to the phenomena of statical electricity, electromagnetic attractions, induction of currents and diamagnetic phenomena;
and it comes to us with the more authority, as it has served to guide the speculations of one who has made so great an advance in
the practical part of electric ottence, both by introducing a consistent system of units in electrical measurement, and by actually
determining electrical quantities with an accuracy hitherto unknown. (2) The mechanical difficulties, however, which are involved in
the assumption of particles acting at a distance with forces which depend on their velocities are such as to prevent me from considering
this theory as an ultimate one, though it may have been, and may yet be useful in leading to the coordination of phenomena. J I have
therefore preferred to seek an explanation of the fact in another direction, by supposing them to be produced by actions which go on
in the surrounding medium as well as in the excited bodies, and endeavouring to explain the action between distant bodies without
assuming the existence of forces capable of acting directly at sensible distances. (3) The theory I propose may therefore be called a
theory of the Electromagnetic Fielcts because it has to do with the space in the neighbourhood of the electric or magnetic bodies:
and it may be called a Dynamical Theory, because it assumes that in that space there IB ’ matter in motion, by which the observed
electromagnetic phenomena are produced; (4) The electromagnetic field is that part of space which contains and surrounds,’ bodies
in electric or magnetic conditions. It may be filled with any kind of matter, or we may endeavour to render it empty: of all gross
matter, as in the case of GEISSLEK’S tubes and other so-called vacua. There is always, however, enough of matter left to receive
and transmit the undulations’ of light and heat, and it is because the transmission of these radiations is not greatly altered when
transparent bodies of measurable density are substituted for the so-called vacuum, that we are obliged to admit that the undulations
are those of an aetherel substance, and not of -the gross matter, the presence of which merely modifies in some way the motion
of the tether. We have therefore some reason to believe, from the phenomena of light and heat, that there is an sethereal medium
filling space and permeating bodies, capable of being set in motion and of transmitting that motion from one part to another, and
of com> municating that motion to gross matter so as to heat it and affect it in various ways. (5) Now the energy communicated
to the body in heating it must have formerly existed in the moving medium, for the undulations had left the source of heat some
time before they reached the body, and during that time the energy must have been half in the form of motion of the medium and
half in the form of elastic resilience. From these considerations Professor W. THOMSON has argued*, that the medium must have a
density capable of comparison with that of gross matter, and has even assigned an inferior limit to that density.; (6) We may therefore
receive, as a datum derived from a branch of science inde-pendent of that with which we have to deal, the existence of a pervading
medium, - of small but real density, capable of being set in motion, and of transmitting motion from one part to another with gre-

at, but not infinite, velocity. Berechnung des Potentialverlaufs bei Hence the parts of this me-

dium must be so connected that the motion of one part
depends’in some way on the b 1' b' d '1 motion of the rest ; and at
the same time these conne- elie lger La’ ungsvertel ung xions must be capable of a
certain kind of elastic yielding, since the communication of motion is not instantaneous, but occupies time. The medium is therefore
capable of receiving and storing up two kinds of energy, namely, the actual energy depending on the motions of its parts, and potential
energy, consisting of the work which the medium will do in recovering from displacement in virtue of its elasticity. The propagation of
undulations consists in the continual transformation of one of these forms of energy into the other alternately, and at any instant the
amount of energy in the whole medium is equally divided, so that half is energy of motion, and half is elastic resilience. (7) A medium
having such a constitution may be capable of other kinds of motion and displacement than those which produce the phenomena of
light and heat, and some of these may be of such a kind that they may be evidenced to our senses by the phenomena they produce.
(8) Now we know that the luminiferous medium is in certain cases acted on by magnetism; for FARADAY* discovered that when a
plane polarized ray traverses a transparent diamagnetic medium in the direction of the lines of magnetic force produced by magnets or
currents in the neighbourhood, the plane of polarization is caused to rotate. This rotation is always in tHe direction in which positive
electricity must he carried’ round the diamagnetic body in order to produce the actual magnetization of the field. M. VERDETf
has since discovered that if a paramagnetic body, such as solution of perchloride of iron in ether, be substituted for the diamagnetic
body, the rotation is in the opposite direction. Now Professor W. THOMSONJ has pointed out that no distribution of forces acting
between the parts of a medium whose only motion is that of the luminous vibrations, is sufficient to account for the phenomena,
but that we must admit the existence of a motion in -the medium depending on -the magnetization, in addition to the vibratory
motion which constitutes light. It is true that the rotation by magnetism of the. plane of polarization has been observed only in
media of considerable density; but the properties of the magnetic field are not so much altered by the substitution of one medium for
another, or for a .vacuum, as to allow us to suppose that the dense medium does anything more than merely modify the motion of
the ether. We have therefore warrantable grounds for inquiring whether there may not be a motion of the ethereal medium going on
wherever magnetic effects are observed, and we have some reason to suppose that this motion is one of rotation, having the direction
, of the .magnetic force as its axis. (9) ° We may now consider another -phenomenon observed in the electromagnetic field. When a
body is moved across the lines of magnetic force it experiences what is called an electromotive force; the two extremities of the body
tend to become oppo-; sitely electrified, and an electric current tends to flow through the body. . When .the* electromotive force is
sufficiently powerful, and is made to act on certain compound bodies, it decomposes them, and causes one of their components to
pass towards .one extremity of the body, and the other-in the opposite direction. Here we have evidence of a force causing an electric
current in-spite of resist: ance; electrifying the extremities of a body in opposite ways, a condition which is sustained only by the
action of the electromotive force, and which, as soon as that force is removed, tends, with an equal and opposite force, to produce a
counter current through o o the body and to restore the original electrical state of the body; and finally, if strbiaJ enough, tearing! to
pieces chemical compounds and carrying their components in oppof site directions, while their natural tendency is to combine, and
to combine with a.forcl which can generate an electromotive force in the reverse direction. . - This, then, is a force acting on a body
caused by its motion through the electro® magnetic field, or by changes occurring in that field itself; and the effect of the force isr
either to produce a current and heat the body, or to decompose the body, or, whenltTJ’* can do neither, to put the body in a state of
electric polarization,-a state of constrainfeflr in which opposite extremities are oppositely electrified, and from which the body tends
to relieve itself as soon. as the disturbing force is removed. o, TigSltf (10) According to the theory which I propose to explain, this
electromotive; force *Sf is the force called into play during the communication of motion from one part of; efl medium to another, and
it is by means of this force that the motion of one part causes motion in another part. When electromotive force acts on a conducting
circuit, it pro- duces a current, which, as it meets with resistance, occasions a continual transformation;; of electrical energy into
heat, which is incapable of being restored again to the form pf] electrical energy by any reversal of the process. UiW (11) But when
electromotive force acts on a dielectric it produces a: state of polari? zation of its parts similar in distribution to the polarity of
the parts of a mass of iron under the influence of a magnet, and like the magnetic polarization, capable. of. being described as a
state in which every particle has its opposite poles in. opposite con ditions*. . - | i In a dielectric under, the action of electromotive
force, we may conceive that: ? ther electricity in each molecule is so displaced that one side is rendered positively and the. other
negatively electrical, but that the electricity remains entirely connected with the molecule, and does not pass from one molecule to
another. The effect of this action on - the whole dielectric mass is to produce a . general displacement. of electricity in a cer?.-? tain
’direction. This displacement does not amount to a current, because when It/has attained to a certain value it remains constant,
but it is the commencement of a current, and its variations constitute currents in the positive or the negative direction according
as the displacement is increasing or decreasing. In the interior of -the dielectric there. is no indication of electrification, because the
electrification of the surface of any molecule is neutralized by the opposite electrification of the surface of the molecules in contact
with it; but at tht£ bounding surface of the dielectric, where the electrification is not neutralized, we find the phenomena which
indicate positive or negative electrification. The relation between the electromotive force and the amount of electric displacement it
produces depends on the nature of the dielectric, the same, electromotive force producing generally a greater electric displacement
in solid dielectrics, such as glass or sulphur, than in air. (12) Here, then, we perceive another effect of electromotive force, namely,
electric displacement, which according to our theory is a kind of elastic yielding to the action of the force, similar to that which takes
place in structures and machines owing to the want of perfect rigidity of the connexions. (13) The practical investigation of
the inductive capacity of dielectrics is rendered difficult onaccount of two disturbing phenomena. The first is the conductivity of the
dielectric, which, though in many cases exceedingly small, is not altogether insensible. The second is the phenomenon called electric
absorption®, in virtue of which, when.the dielectric is exposed to electromotive force, the electric displacement gradually increases,
and when the electromotive force .is removed, the dielectric does not instantly return to its primitive state, but only discharges a
portion of its electrification, and when left to itself gradually acquires electrification on its surface, as the Mal“tin Gerer
interior gradually becomes depolarized. Almost all solid dielectrics exhibit this phenomenon, which, gives
rise.to the residual charge in the Ley den jar, and to several phenomena of electric cables described by Mr. F. JENKIN F. (14) We
have here two other kinds of yielding besides the yielding of the perfect dielectric, which we have compared to a perfectly elastic body.
The yielding due. to conductivity may be compared to that of a viscous fluid (that is to say, a fluid having great internal friction),
or a soft solid on which the smallest force produces a permanent alteration of figure increasing with the time during which the force
acts. The yielding due to electric absorption may be compared to that of a cellular elastic body.containing a thick fluid in its cavities.
Such a body, when subjected to pressure, is compressed by degrees on account of the gradual yielding of the thick fluid; and when
the pressure is removed it does not at once recover its figure, because the elasticity of the substance of the body has gradually to
overcome the tenacity of the fluid before it can regain complete equilibrium. Several solid bodies in which no such structure as we
have supposed can be found, seem to possess a mechanical property of this kind J; and it seems probable that the same substances,
if dielectrics, may possess the analogous electrical property, and if ’.-! magnetic, may have corresponding properties relating to the
acquisition, retention, and loss of magnetic polarity. (15) It appears therefore that certain phenomena in electricity and magnetism
lead to the same conclusion as those of optics, namely, that there is an aethereal medium U pervading all bodies, and modified only
in degree by their presence; that the parts’, of this medium are capable of being set in motion by electric currents and magnets; that
this motion is communicated from one part of the medium to another by forces arising m from the connexions of those parts; that
under the action of these forces there .is a< certain yielding depending on the elasticity of these connexions; and that therefore if
energy in two different forms may exist in the medium, the one form being the actual- i energy of motion of its parts, and the other
being the potential energy stored up intHe connexions, in virtue of their elasticity. . W (16) Thus, then, we are led to the conception
of a complicated mechanism capableSU of a vast variety of motion, but at the same time so connected that the motion of one part
depends, according to definite relations, on the motion of other parts, these motions beiug communicated by forces arising from the
relative displacement of the connectedfll parts, in virtue of their elasticity. Such a mechanism must be subject to the generalAl laws
of Dynamics, and we ought to be able to work out all the consequences -dfifcspP motion, provided we know the form of the relation
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1 EINLEITUNG 4

1 Einleitung

James Clerk Maxwell, geboren am 13. Juni 1831 in Edinburgh, war mit Gewissheit einer
der bedeutendsten Physiker des 19. Jahrhunderts. Mit Fug und Recht kann sein Name
in einem Atemzug mit bekannten Personlichkeiten wie Galileo Galilei, Sir Isaac Newton
oder Albert Einstein genannt werden. Letzterer bezeichnete Maxwells Leistungen als
»das Tiefste und Fruchtbarste das die Physik seit Newton entdeckt hat“[7].

Maxwell befasste sich mit vielerlei physikalischen Problemen, vor allem aber konzen-
trierte er sich wahrend seines leider recht kurzen Lebens - er starb am 5. November 1879
im Alter von 48 Jahren an Magenkrebs - auf Phéinomene der Elektrizitéit. Seine erste
Arbeit zu diesem Thema, welche sich auf Michael Faradays Kraftlinien bezog, veroffent-
lichte er bereits 1854, im Jahre seines Studiumabschlusses. Aber schon wahrend seines
Studiums an der Universitat von Cambridge - er wechselte von Edinburgh dorthin -
stellte er Gleichungen auf, welche sowohl Faradays Erkenntnisse, als auch André Marie
Amperes physikalische Beobachtungen mathematisch in Verbindung setzten. Doch erst
im Jahre 1864 in dem Artikel ;A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field“[4]
stellt er seine Differentialgleichungen der Royal Society vor.

Aufgrund der bahnbrechenden Bedeutung dieser Abhandlung habe ich mich nicht nur
dazu entschlossen, die ersten Seiten des Artikels als Deckblatt zu wéahlen, sondern be-
fasse ich mich im Rahmen meiner Arbeit auch mit mehreren Gleichungen Maxwells,
welche die Moglichkeit bieten den Potentialverlauf verschiedener Ladungsverteilungen
zu berechnen. Dabei ist es notwendig die physikalischen Zusammenhénge der Elektro-
statik zu verstehen und eine numerische Losung der Differentialgleichungen zu finden.

Diese Probleme zu l6sen machte ich mir zur Aufgabe.
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2 Elektrostatik

2.1 Elektrische Ladungen

Anders als in der Elektrodynamik, befasst man sich in der Elektrostatik mit statio-
naren Ladungen. Dabei stellt sich folgende Frage, die die Grundlage der Elektrostatik
darstellt:

Welche Kraft F verursacht eine Ladung ¢ auf eine Probeladung Q7 [3, S.59]

Die beiden Ladungen verbindet der Vektor d. Die Antwort wurde experimentell festge-

stellt und erhielt im Coulombschen Gesetz ihre Form:

1 1 4
F = —d 2.1
e 9 (2.1)
go ist die elektrische Feldkonstante [5, S.1]:
As
= 8,854187817 - 10— 2.2
£y = 8,854187817 = (2.2)

Auflerdem ist das nicht zu vernachlédssigende Prinzip der Superposition zu nennen,
welches besagt, dass die Kraft, die zwischen zwei Ladungen vorhanden ist, nicht von
einer dritten Ladung beeinflusst wird. Daraus lédsst sich folgern, dass alle Kréfte, die

auf die Probeladung wirken, addiert werden kénnen. [3, S.58]
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2.2 Elektrische Felder
2.2.1 Elektrische Feldstarke E

Definitionsgeméf wird der Quotient der Kraft F (2.1) und der Probeladung ¢ als elek-
trische Feldstiarke E bezeichnet [2, S.5]:

E = (2.3)

F
Q
Wenn man (2.1) in (2.3) einsetzt, erhilt man eine von ) unabhéngige Gleichung fiir E:

1 1 -
E=—q—d 24
47T80qd2 ( )

Dieser Ausdruck beschreibt das Feld, das ausgehend von der einzelnen Ladung ¢, eine
Kraft auf die Probeladung () an jedem Punkt des Raumes ausiibt. Geméafl dem Super-
positionsprinzip (siehe Kapitel 2.1) kann bei komplexeren Ladungsverteilungen iiber

alle Einzelkrafte summiert werden.

B(r) = ——> %4, [3,5.60 (2.5)

Bei einer kontinuierlichen Ladungsverteilung geht diese Summe in ein Integral tiber:

L p(r) 4
E(r) = 62 2.
)= ) Cpdav B.56 (2.6)

/

¢ die Entfernung einer

Dabei ist r die Position des Punkts der Messung zum Ursprung, r
Punktladung ¢; zum Ursprung und d; die Entfernung einer Punktladung ¢; zum Punkt
der Messung. Die kontinuierliche Ladungsverteilung, welche die Position r’ besitzt, wird

mit p bezeichnet.
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2.2.2 Elektrischer Fluss ¢,

Eine weitere wichtige Grofle im Zusammenhang mit dem elektrischen Feld ist der elek-
trische Fluss ®.;. Im Feldlinienmodell entspricht diese Grofle der Anzahl der Feldlinien,
welche ein Flachenstiick durchsetzen. Man stelle sich eine Kugel mit dem Radius d vor,
dessen Mittelpunkt die Ladung ¢ ist. Der elektrische Fluss an einem Punkt P(r), wel-
cher auf der Kugel liegt, entspricht dem elektrischen Fluss d®.; des ihn beinhaltenden
Flachenstiicks. Dieser ist folgendermaflen definiert [2, S.7]:

dd, = E - dA (2.7)

Die Gesamtheit der Feldlinien, die durch die Kugel gehen, kann mit Hilfe eines Integrals
berechnet werden [2, S.8]:
b, — ]4 E - dA (2.8)
A

Nun wird (2.6) in (2.8) eingesetzt (ausfiihrliche Rechnung im Anhang, Kapitel 5.1).
Fertig gekiirzt folgt daraus dieses Ergebnis:

= — [ o) av (2.9)

2.2.3 Das Gaullsche Gesetz

Die soeben hergeleitete Gleichung in Verbindung mit dem Gauflschen Integralsatz fithrt
zum physikalisch sehr wichtigen Gauflschen Gesetz in differentieller Form. Der Gaufische
Satz besagt, dass das Integral von E iiber eine geschlossene Fléche dem Integral der
Divergenz von E (Erklarung der Bedeutung im Anhang, Kapitel 5.2) iiber ein Volumen,
welches durch dieselbe Fliache begrenzt ist, entspricht [2, S.8]:

@el:j{E-dAz/ V-EdV (2.10)
A V(A)
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Wenn Gleichung (2.9) mit (2.10) gleichgesetzt wird, folgt [3, S.69]:

/:%Edvzl'/pdv (2.11)
\% Eo YV

Gilt das Gleichheitszeichen fiir zwei gleichartige Integrale, so gilt es auch fiir die Inte-

granden:

V-E=1 (2.12)

2.3 Potential
2.3.1 Die Maxwell-Gleichungen fiir elektrostatische Felder

Bewegt man eine Probeladung im elektrischen Feld vom Punkt A zum Punkt B, so
wird gegen die elektrische Kraft Arbeit verrichtet. Diese hangt nicht vom Weg, sondern
ausschliefllich von den Endpunkten ab. Felder dieser Art nennt man konservativ. Diese
Eigenschaft ist an den Maxwell-Gleichungen fiir elektrostatische Felder abzuleiten [3,
S.232], welche sich wiederum von den allgemein giiltigen Gleichungen der Elektrodyna-
mik [3, S.560] ableiten lassen. Da sich Felder in der Elektrostatik nicht bewegen, sind
die auftretenden Phénomene zeitunabhangig.

Die erste Maxwell-Gleichung der Elektrostatik (Das GauBische Gesetz, Kapitel 2.2.3,
Gleichung (2.12)) wurde bereits niher erldutert. Die zweite, fiir die Konservativitat des

elektrischen Feldes verantwortliche Gleichung, lautet folgendermafen:
VxE=0 (2.13)

Diese Formel besagt, dass das elektrische Feld frei von Wirbeln ist (siche Anhang,
Kapitel 5.2). Das heift, dass Arbeit entlang eines beliebigen, geschlossenen Weges stets
0 ergibt [3, S.76]:

fF-ﬂ:o (2.14)
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2.3.2 Potentialdifferenzen

Aufgrund der Eigenschaft, dass das elektrische Feld konservativ ist, kann nun jedem
Punkt im Raum elektrisches Potential U zugewiesen werden. Da Potential allerdings
nur zwischen zwei Punkten gemessen werden kann, setzt man den Bezugspunkt ins
Unendliche.

Das theoretische Potential am Punkt D, der die Entfernung d zum Ursprung hat und
im Feld der Punktladung ¢ liegt, berechnet man folgendermafien:

(E wird durch Gleichung (2.4) ersetzt)

d
q
D) = — E. -d = — 2.1
U( ) /oo d 47T€0d ( 5)

Die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten A und B kann folgendermaflen berechnet

werden:

b
U(B) — U(A) = —/ E - dl (2.16)

Dem fundamentalen Theorem der Gradienten [3, S.29] zu Folge gilt:
b
U(B) — U(A) = / V.U -dl (2.17)

Aus (2.16) und (2.17) folgt:

b b
—/ E'dl:/ V.U -dl

Da diese Gleichung fiir beliebige Punkte A, B gilt, miissen auch die Integranden gleich
sein [3, S.78]:
E=-V.-U (2.18)
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2.3.3 Berechnung des Feldstiarkevektors E mit Hilfe des Potentials

Ausgehend von Formel (2.18) kann die Stiarke und die Richtung des elektrischen Feldes
an jedem Punkt berechnet werden. Dazu muss der Vektor E in seine einzelnen Kom-
ponenten aufgeteilt werden, wobei wir uns auf zwei Dimensionen beschrinken und die

z-Koordinate gleich 0 setzen. Diese Einschrankung wird aus Griinden der Vereinfachung

und Anschaulichkeit auch zukinftig beibehalten [6, S.700]:

E, 0,U
E = =V -U=-— (2.19)
E, o,U
Auf diese Weise kann folglich ein Vektor fiir E berechnet werden, der die Richtung und
den Betrag des elektrischen Feldes E an jedem beliebigen Punkt hat.

2.4 Poisson-Gleichung

Setzt man Formel (2.18) in Formel (2.12) ein, so ergibt sich daraus die Poisson-Gleichung,

welche fiir die Berechnung des Potentialverlaufs entscheidend ist [3, S.83]:

V-E=V (-VU)=-vU =2

€0

Aol p— (2.20)

€0

bzw.

°U U QU p

0x? + oy? 022 €0
Die Summe der zweiten Ableitungen des elektrischen Potentials nach allen Koordinaten
an einem bestimmten Punkt entspricht der Ladungsdichte an diesem Punkt.
Auf ladungsfreien Raum angewendet ergibt sich die Laplace Gleichung: (Interpretation
im Anhang, Kapitel 5.5)
ViU =0 (2.21)
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3 Numerische Losung der Poisson-Gleichung

3.1 Losung der Poisson-Gleichung mit Hilfe der Finite-Differenzen-

Methode

3.1.1 Differentialquotient und Differenzenquotient

Zur Losung der Poisson-Gleichung, welche eine partielle Differentialgleichung darstellt,
kann die Finite-Differenzen-Methode angewendet werden. Diese numerische Vorgehens-
weise erhéalt den Vorzug vor der viel zu umfangreichen analytischen Losung. Dabei wird
zur Berechnung der Ableitung der Differentialquotient (3.1) durch den Differenzenquo-
tient (3.2) ersetzt. Die unendlich kleine Differenz [z, o] wird durch h ersetzt. Fiir liir(l]
ist die Umwandlung noch vollkommen korrekt. Gibt man h aber einen endlichen Wert,
so wird der bisher kontinuierliche Raum in ein Gitter verwandelt, bei welchem nur noch

die Kreuzungspunkte zur Berechnung herangezogen werden. Dieser Schritt verfalscht

zwar das Ergebnis, ist jedoch naherungsweise richtig:

T—T0 T — X h—0
Ublicherweise wird beim Differenzenquotient zwischen Vorwirts-, Riickwirts- und Zen-
traldifferenzenquotient unterschieden:

1. Ableitung:

f(x)*t ) bzw. f'(x) ; (3.2)
/ Nf(l’—i—h)—f(l‘—h)
bzw. f'(x)~ 57 (3.3)
2. Ableitung:
f(x)t ~ fleth) = fix) ete. (3.4)
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Um nun f”(z) ausschlieflich in Abhéngigkeit von f(z) zu erhalten, wird in den Vor-
wartsdifferenzenquotient aus Gleichung (3.4) der Riickwértsdifferenzenquotient aus Glei-
chung (3.2) eingesetzt:
f(m-&-h}z—f(m) _ f(r)—z(ﬂi—h)
1
'(x) ;

f//(x) %f@j + h) — th(gx) + f(l’ B h) (35)

Q

Diese Funktion f”(x) bietet die Moglichkeit, die zweite Ableitung an verschiedenen

Punkten im Raum zu berechnen, die voneinander stets den Abstand h besitzen.

3.1.2 Anwendung der Methode auf die Poisson-Gleichung

Nun wenden wir diese Vorgehensweise auf das Beispiel der Poisson-Gleichung (2.20) im
Zweidimensionalen an:
U *U  p

2 _ - - - - _
VU_8x2+6y2 €0

Wenn man nun den Differenzenquotient (3.5) fiir die 2. Ableitung einsetzt, gewisse Ver-
einfachung mit einbezieht und nach U (z, y) auflést kommt man zu folgendem Ergebnis:

(ausfiihrliche Rechnung im Anhang, Kapitel 5.4)

Ulz,y) =Ulz,y) + p*(z,y) (3.6)

Gleichung (3.6) ist die numerische Losung der Poisson-Gleichung (2.20):

Das Potential an einem Punkt P mit den Koordinaten x,y entspricht der Summe aus
U(z,y) und p*(z,y), wobei U(z,y) den Mittelwert der vier benachbarten Punkte dar-
stellt und p*(z,y) folgendermafien definiert ist:

hp(x,y)

= (3.7)

p(x,y) =
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3.1.3 Anwendung der Methode zur Berechnung der E-Feld-Vektoren

Auch zur Berechnung der E-Feld-Vektoren an verschiedenen Punkten (Kapitel 2.3.3)
lasst sich die Finite-Differenzen-Methode anwenden. Allerdings liefert dieses Vorgehen
auch hier eine lediglich naherungsweise richtige Losung. Die partielle Ableitung des Po-

tentials (2.19) wird namlich mit Hilfe des Zentraldifferenzenquotienten (3.3) berechnet:

g [ U _ [ e [ U@ (3.8)
GyU U(y+h)2—hU(y—h) U* (y>

3.2 Computer basierte, numerische Berechnung
3.2.1 Vorzug der iterativen Vorgehensweise

Gleichung (3.6) birgt ein Problem. Wenn man nun das Potential fiir jeden Punkt eines
Gitters berechnet, erhdlt man noch kein realistisches Ergebnis. Das liegt an der Mittel-
wertbildung. Es tritt ndmlich folgendes Phanomen auf:

Der Punkt Py wird mit Hilfe seiner benachbarten Punkte P, P,, P; und P, (Punkte
mit grauer Fillung in Abbildung 3, Anhang) ermittelt. Nach diesem Rechenschritt wird
das Potential von P; kalkuliert, dessen Nachbarn der Punkt F, und drei weitere Punk-
te sind (Punkte mit weiler Fullung in Abbildung 3, Anhang). Das heifit, dass zuvor
zur Berechnung von Fy ein falscher Wert von P; verwendet wurde. Deshalb muss die
Rechnung wiederholt werden. Dadurch konvergiert das Ergebnis schrittweise gegen die
theoretische Losung. Allerdings kann dieses Prinzip sehr aufwendig sein. Aus diesem

Grund bietet es sich an, dass man sich gewisse technische Hilfsmittel zu Nutzen macht.
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3.2.2 Erzeugung der Gitterpunkte mit Hilfe von Arrays

Da die in Kapitel 3.2.1 beschriebene, iterative Vorgehensweise sehr viele Wiederholun-
gen der Rechnung nach sich ziehen kann, ist diese wie geschaffen fiir die Moglichkeiten
eines Computer.

Der erste Schritt der Programmierung des Algorithmus ist die Erzeugung eines Gitters,
wobei die Gitterpunkte durch die Variablen eines zweidimensionalen Arrays festgelegt
sind.

Ein Array ist ein Datenfeld, mit dessen Hilfe auf die einzelnen Elemente zugegriffen
werden kann. Jedem Element aus der ersten Reihe, in Verbindung mit einem Element
aus der zweiten Reihe, wird ein Wert (in diesem Algorithmus beispielsweise das Poten-
tial oder die Ladung) zugeordnet.

Die Léange eines solchen zweidimensionalen Arrays ist das Produkt aus der Lange von
Reihe 1 n_punkte _x und 2 n_ punkte y. Das entspricht dem Inhalt einer Flache, auf
der die Punkte des Gitters gleichméfig verteilt sind bzw. der Anzahl n der Gitterpunk-
te.

Reihe 1 ||0 |0 |0 |1 111 12 |2 |2 entspricht x-Werten
Reihe 2 ||O0 |1 (2 |0 |1 |2 |0 |1 |2 entspricht y-Werten
Wert Ug | Uy | Uy | Us | Uy | Us | Ug | Uy | Ug || Potential bei P(z,y)

Abbildung 1: Aufbau der Arrays

In diesem Fall stellt Reihe 1 die x-Koordinate, Reihe 2 die y-Koordinate eines Punktes
P dar.
Fir den Algorithmus sind drei Arrays jener Bauart notwendig. Dadurch erhélt jeder

Punkt drei Eigenschaften:

1. neuewerte: Das Ergebnis, das bei der Losung der Poisson-Gleichung entsteht, wird

in diesem Array gespeichert.

2. altewerte: Wenn das Potential an jedem Punkt des Gitters berechnet und in neu-

ewerte abgelegt wurde, werden die Werte fiir alle Punkte in altewerte kopiert.
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Danach kann die Berechnung wiederholt und die neu errechneten Potentiale wie-

der in neuewerte gespeichert werden.

3. ladung: In diesem Array kann Ladung auf bestimmte Gitterpunkte gelegt werden.
Sie stellt fiir jede Berechnung des Potentials eine Konstante dar, welche im Voraus

gesetzt werden muss.

Die ersten Voraussetzungen wurden nun geschaffen, allerdings miissen noch weitere
Uberlegungen angestellt werden, um ein realistisches Ergebnis mit probaten Mitteln zu

erreichen.

3.2.3 Die Parameter z, p(z,v), n, Us(z,y), s

Ausgangspunkt der gesamten Berechnung ist eine Ladungsverteilung. Mit Hilfe von
p(x,y) (entsprechend im Quellcode: ladung/z/[y]) konnen Ladungen gesetzt werden.
Nahe liegender ist es, von festem Potential aus zu gehen, da dieses in der Realitét leich-
ter zu erzeugen ist als einzelne, ruhende Ladungen.

Deshalb kann auch ein festes Startpotential Ug(x,y), wenn man es gewissen Punkten
des Gitters zuweist, als Initiator dienen. Das gelingt dadurch, dass neuewerte/z/[y/ in
jedem Durchgang der while-Schleife (Kapitel 3.2.4) automatisch auf Ug(x,y) zuriick-
gesetzt wird. Mehrere nebeneinander liegende Punkte mit Ug(z,y) entsprechen in der
Praxis einer Flache mit konstantem Potential.

Ein weiterer Parameter, der vor der Berechnung bestimmt werden muss, ist die Anzahl
der Gitterpunkte n (entsprechend im Quellcode: n_punkte_x bzw. n__punkte_y). Die-
ser Parameter nimmt starken Einfluss auf die Genauigkeit der Naherung, da man mit
ihm die Entfernung zum Rand bestimmt (siche dazu Kapitel 3.5.2).

Auch z ist ein wichtiger Parameter. Er ist das Kriterium der while-Schleife (Kapitel
3.2.4) und bestimmt somit, wann sie abgebrochen wird.

Der letzte Parameter, der vor dem Start des Algorithmus festgelegt wird, ist der Ska-
lierungsfaktor s (entsprechend im Quellcode: s faktor), dessen Nutzen in Kapitel 3.5.3

beschrieben wird.
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3.2.4 Die while-Schleife zur Berechnung des Potentialverlaufs

Die while-Schleife berechnet in jedem Durchgang die neuen Werte des Potentials jedes
einzelnen Punktes mit Hilfe des Arrays altewerte und speichert diese in das Array

neuewerte. Dabei wird die in Kapitel 3.1.2 beschriebene Gleichung (3.6) gelost:

double p = ladung[i][]j]/4/epsilon;
neuewerte[i][j] = (altewerte[i + 1][j] + altewerte[i — 1][j] +
altewerte[1][j + 1] + altewerte[i][j — 1]) / 4 + p;

Das geschieht solange, bis folgende Bedingung erfillt ist:
while (hochstedifferenz > z || hochstedifferenz = = 0)

Ist hachstedifferenz grofier als z tibergibt das Array neuewerte seine Daten an altewerte

und die Berechnung wird erneut ausgefiihrt:
altewerte[i][j] = neuewerte[i][]];

Ist hochstedifferenz allerdings kleiner oder gleich z, wird die Schleife abgebrochen und
die Daten des Arrays neuewerte an die Plot-Library (Kapitel 5.3, Anhang) tibergeben,
welche diese grafisch darstellt. Durch hochstedifferenz == 0 wird verhindert, dass die
Berechnung schon zu Beginn abgebrochen wird.

Die Variable hdéchstedifferenz wird folgendermaflen ermittelt:

hochstedifferenz = Math.abs(neuewerte[i][]j] — altewerte[i][]j]) /

hochsterwert ;

Der Betrag der Differenz neuewerte—altewerte wird durch den betragsmaflig hochsten
Wert geteilt, der in neuewerte auftritt. Dadurch wird hdéchstedifferenz standardisiert
und Vergleiche verschiedener Ladungsverteilungen sind moglich.

Das Feststellen von hochsterwert gelingt mit Hilfe einer if-Abfrage, bei welcher stets der

Betrag des soeben errechneten Werts mit dem bisher hochsten Wert verglichen wird:

if (Math.abs(neuewerte[i][j]) > hochsterwert) {
héchsterwert = Math. abs(neuewerte[i][j]);}
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3.2.5 Berechnung der E-Feld-Vektoren

Um eine Darstellung des E-Feld-Vektors an jedem Punkt des Gitters zu erhalten, wird
mit Hilfe der Gleichung (3.8) sowohl die z- als auch die y-Koordinante berechnet. Diese

Daten werden in zwei zweidimensionale Arrays namens XYZzx und XYZy gespeichert:

XYZx[m][1] = —(neuewerte[j+1][i] — neuewerte[j—1][i]) /2;

XYZy[m][1] = —(neuewerte[j]|[i+1] — neuewerte[j]|[i—1])/2;

XYZz und XYZy unterscheiden sich allerdings von denen in Kapitel 3.2.2 beschriebenen
Arrays. Die beiden Reihen dieser Arrays entsprechen nicht mehr der z- und der y-
Koordinate, sondern jeder Punkt des Gitters erhéalt einen Index, welcher in Reihe 1
gespeichert wird, und eine Komponente des Feldstarkevektors, gespeichert in Reihe 2.
Den Namen der Arrays entsprechend wird in XYZz die z-Komponente und in XYZy
die y-Koordinate hinterlegt.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird die Lénge eines jeden Feldstirkevektors durch
die Lénge des ldngsten Vektors dividiert. Letztendlich werden auch XYZz und XYZy
dem Plotter (Kapitel 5.3, Anhang) tibergeben, welcher daraus die Graphen erzeugt.

3.2.6 Randbedingungen

Bei der hier gewéhlten Vorgehensweise kann nur ein begrenztes Gebiet in Hinsicht auf
das Potential untersucht werden. Die Begrenzung findet beim Definieren der Gitter-
punkte statt, woraus sich folgendes Problem ergibt:

Wie soll das Potential von einem Punkt berechnet werden, der am auflersten Rand der
betrachteten Fléche liegt? Die Problematik liegt darin, dass auf mindestens einer (bei
Eckpunkten sogar drei) der vier benachbarten Seiten kein Nachbarpunkt mehr definiert
ist. Die Berechnung des Mittelwerts ist somit fiir die Randpunkte nicht moglich. Die-
ser Fehler setzt sich wie eine Kettenreaktion fiir alle anderen Punkte fort. Aus diesem
Grund miissen die Rander explizit behandelt werden.

Eine Moglichkeit das Problem zu lésen ist das Festlegen der duflersten Gitterpunk-

te des Bereichs A durch einen festen Wert des Potentials. Dadurch entsteht zwar ein
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Fehler, allerdings wird die Berechnung nicht unterbrochen und die Darstellung eines
naherungsweise richtigen Potentialverlaufs ist moglich. Um das zu bewerkstelligen, ist
es nicht notwendig, jeden Randpunkt explizit zu definieren. Viel leichter ist es, die Mit-
telwertbildung nur fiir eine kleine Flache A" durchzufithren. Die Seitenlédnge a’ dieser
Flache A’ ist genau um zwei Punkte kiirzer als a. A’ liegt folglich in A, besitzt aller-
dings keinen der Randpunkte von A. Folgende Verédnderung muss daftir im Algorithmus

vorgenominen werden:

vorher: for (i = 0; i < n_punkte x; i++)

nachher: for (i = 1; j < n_punkte_x — 1; i++4)

Die for-Schleife, welche jedes Element eines Arrays aufruft, erreicht folglich nur noch
die Elemente, deren z-Koordinate einen Wert aus dem Intervall [1 ; n_punkte z — 2]
annimmt. (y-Koordinate analog)

Aufgrund der Tatsache, dass die Rander aus der Berechnung ausgeschlossen sind, wird
das Potential dieser auf den Ausgangswert 0 festgesetzt. Die grafische Veranschaulichung

ist im Anhang unter Abbildung 4 zu finden.

3.3 Losungsbeispiele
3.3.1 Feld zweier ungleichnamig gepolter Punktladungen

Durch Platzieren zweier Punktladungen mit verschiedenem Vorzeichen, lasst sich eine
gute Abbildung des Potentialverlaufs und der Feldlinien erzeugen. Wie in Abbildung 5

gut zu erkennen ist, verlaufen die Feldlinien von der positiven Ladung zur negativen.

3.3.2 Feld eines Plattenkondensators

Aus der Abbildung 6 lassen sich physikalische Besonderheiten ablesen. Zum einen dndert
sich das Potential zwischen den Platten konstant, zum anderen herrscht ein homogenes
Feld zwischen den Platten. Anhand der Feldlinien ist aber auch deutlich zu erkennen,

dass das Feld an den Réndern der Platten radialsymmetrisch wird.
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3.3.3 Feld zweier gleichnamig gepolter Ringe

Am Beispiel von zwei gleichnamig gepolten Ringen (Abbildung 7) erkennt man das
Superpositionsprinzip (Kapitel 2.1). Mittig zwischen den beiden Ringen summiert sich
das Potential. Des weiteren zeigen die Feldlinien die Gleichnamigkeit der Polung. Keine
Feldlinie beriihrt beide Ringe. Auflerdem ist es interessant, dass in den Ringen kein Feld

auftritt.

3.3.4 Feld zweier ineinander liegender Ringe

Setzt man zwei unterschiedlich gepolte Ringe ineinander, so entsteht in der Mitte des
inneren Ringes feldfreier Raum. Im Raum zwischen den beiden Ringen, sowie auflerhalb
des duBeren Ringes entsteht ein elektrisches Feld und somit eine Potentialdifferenz. An
Abbildung 8 lédsst sich deutlich erkennen, dass der innere Ring positiv und der duflere

negativ geladen ist.

3.3.5 Feld zwischen einer Spitze und einer Platte

Die Kombination einer Spitze mit einer Platte macht die Eigenschaft der Feldlinien

deutlich, stets senkrecht aus einer Oberflache ein und aus zu treten (Abbildung 9).

3.4 Vergleich der Messwerte mit theoretischen Werten

Um einen Bezug zur Theorie herzustellen, fithren wir eine Messung durch. Dabei simu-
lieren wir ein elektrisches Feld mit Hilfe einer einzelnen Punktladung (entspricht dem
Parameter p), welche sich in der Mitte der betrachteten Flache befindet. Die Punkte,
an welchen das Potential gemessen und berechnet wird besitzen alle die x-Koordinate
500 und eine y-Koordinaten aus dem Intervall [501 — 799]. Sie liegen somit auf einer
Geraden, die von der felderzeugenden Punktladung in Richtung des Randes verlauft.
Die Messung wird mit folgenden Parametern durchgefiihrt:

n = 1000% = 1000000; p(500,500) = 1; z = 0.0001

Trégt man die Messwerte in ein d-U-Diagramm (Anhang, Abbildung 11) ein, so lasst
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sich deutlich erkennen, dass das Potential U mit wachsender Entfernung d zur Punkt-
ladung ¢ abnimmt. Wie Gleichung (2.15) bestatigt, gilt: U ~ d ™!

Der ermittelte Graph ist dem zu erwartenden Graphen der Funktion f(z) = 2! sehr
ahnlich, weicht aber entscheidend ab und verlauft nicht asymptotisch. Im Gegensatz zu
U(z,y) - die Theorie besagt, dass das Potential erst im Unendlichen 0 wird - nimmt
Up(z,y) den Wert 0 an.

Vergleicht man verschiedene theoretische Werte U(z,y) mit ermittelten Werten des
Potentials Uy(z,y), so erkennt man, dass die Genauigkeit unterschiedlich ist. Die bes-

ten Ergebnisse werden in groftmoglicher Entfernung zum Rand und zur Ladung erzielt.

Punkt (x,y) (500,504) | (500,525) | (500,568) | (500,598) | (500,737)

d 4,0 25 68 98 237

Up(z,y) in GV | 38,1894 | 7,7211 | 0,267869 | 0,011433 | 9.31610 - 10~
Ulz,y) in GV | 2,2469 | 0,35950 | 0,13217 | 0,091710 | 0, 037922

3.5 Fehlererklarung
3.5.1 Mittelwertbildung mit nur vier Werten

Dadurch, dass die Finite-Differenzen-Methode (Kapitel 3.1) angewendet wurde, wird
das Potential eines Punktes durch den Mittelwert von nur vier Punkten berechnet.
Dass das gerade in Bereichen extremer Potentialveranderungen, z.B. in der Nahe der
felderzeugenden Ladung, zu Fehlern fiihrt, ist nicht verwunderlich, denn wie im Anhang
Kapitel 5.5 (Gleichung (5.10)) erklart, miisste eigentlich der Mittelwert aller umliegen-

den Punkte ermittelt werden.

3.5.2 Einfluss der Randbedingungen auf das Ergebnis

Da man zur korrekten Berechnung unendlich viele Punkte einbeziehen miisste, dies aber

nicht moglich ist, ergeben sich Ungenauigkeiten. Die Randbedingungen, welche fiir die



SCHLUSS 21

Losung unbedingt notwendig sind, verfialschen die Werte der nahe am Rand liegenden
Punkte stark und damit den Wert aller Punkte (Randbedingungen, Kapitel 3.2.6).
Das lasst sich auch eindeutig am Verlauf des Graphen (Abbildung 11) festmachen:
Das eigentlich asymptotisch verlaufende Potential nimmt den Wert 0 an. Das beein-
flusst den Verlauf des gesamten Graphen, der deshalb schneller abnimmt.

Zur Verdeutlichung dieser Problematik bietet sich an, einen Punkt in der Nahe des
Randes mit der gleichen Ladung zu versehen, wie den Punkt in der Mitte der Flache.
Es wird sich herausstellen, dass der auflen liegende Punkt trotz der betragsmaflig glei-
chen Ladung ein niedrigeres Potential erzeugt. Verdeutlicht wird diese Feststellung in

Abbildung 10 im Anhang.

3.5.3 Rechendauer (Skalierungsfaktor s)

Hat man unendlich viel Zeit zur Verfiigung, so erhélt man mit diesem Programm eine
ziemlich genaue Losung fiir den Potentialverlauf. Allerdings ist das nicht moglich und
so entstehen nicht zu vernachlassigende Fehler. Die Anzahl n der Punkte, die in die
Berechnung einbezogen werden, die Komplexitat der Ladungsverteilung, sowie das Kri-
terium z der while-Schleife beeinflussen die Rechendauer stark. Dabei gilt:

Je hoher n, je komplexer die Ladungsverteilung und je niedriger z desto mehr Zeit be-
notigt die Berechnung.

Aber nicht nur die Dauer der Berechnung wird durch n vergrofiert. Auch wenn der
Algorithmus abgeschlossen ist, benotigt der Computer Rechenleistung zur interaktiven
graphischen Darstellung der Ergebnisse. Um genaue Werte zu erhalten, aber dennoch
den Computer beim Betrachten des Graphen nicht zu iiberlasten, wurde ein Skalie-
rungsfaktor s eingefiihrt, der nur einen gewissen Bruchteil der berechneten Punkte an

den Plotter iibergibt. Im Quellcode wird s als s faktor bezeichnet.
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4 Schluss

Die theoretischen und die ermittelten Ergebnisse dieser Arbeit weichen zwar an man-
chen Stellen voneinander ab, allerdings kann festgestellt werden, dass die wichtigsten
Phanomene der Elektrostatik realitatsnah darstellbar sind. Fiir die exakte Berechnung
absoluter Werte wéren leistungsstarke Computer notig. Aber auch mit geringerem Auf-
wand sind beachtliche Ergebnisse moglich. Zumindest qualitativ lassen sich Sinnzusam-
menhange der Physik hervorragend verdeutlichen.

Da eben diese Sinnzusammenhénge Inhalte des Leistungskurses Physik darstellen, reiz-
te es mich, ein im Unterricht anwendbares Programm zu entwickeln, das dem Lehrer
die Moglichkeit gibt das anfangs ratselhafte Potential zu veranschaulichen und von um-
stdndlichen Versuchen, wie die Darstellung der Feldlinien mit Hilfe von Grieskérnern
und Rizinusol, ab zu sehen.

Die Erwartungen, die ich anfangs an meine Arbeit stellte, wurden stetig nach oben
korrigiert. Dadurch steigerte ich nicht nur mein Interesse an Physik, Mathematik und
Informatik. Das Auseinandersetzen mit umfangreichen physikalischen Abhandlungen
gewahrte mir dartiiber hinaus Einblicke in komplexere Themengebiete der Physik. Auch
wenn oder gerade weil vieles in den Biichern noch unverstandlich wirkt, weckte das

Recherchieren das Bediirfnis, sich zukiinftig intensiver damit zu beschéaftigen.
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5 Anhang

5.1 Ausfiihrliche Herleitung des elektrischen Flusses in Ab-

hangigkeit der Ladungsverteilung

L7 op(r) 4
®, = 74 ddv dA
: Adreg Jv d?

dA =d dA

L)
O, — 7{ davd dA
= e Admey Jv d? v

azzcizcoswzl

p(r’) 1
O, — / ]{ A
= P v d? dv47r€o Ad
74 dA = dnd?
A

1
= &, =— p(I‘/) dV

5.2 Bedeutung von Gradient, Divergenz und Rotation

1. Der Gradient: VU [3, S.16]

.0 0 .0

(5.2)

Der Gradient ist ein Vektoroperator. Er besteht aus der Summe der partiellen

Ableitungen aller Koordinaten.

Bei der partiellen Ableitung wird nach nur einer Variablen abgeleitet und die

iibrigen konstant gehalten. Das bietet sich bei mehrdimensionalen Gleichungen

all.
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2. Die Divergenz: V- E [3, S.17]

.0 .0 .0 N - N
OE, 0L, O0F,
_<8I * Ay * 82) (54)

Die Divergenz gibt Auskunft dariiber, ob Vektoren einer Vektorfunktion geordnet
oder ordnunglos verteilt sind. Wenn V - E # 0 (giiltig fur elektrische Felder), so

orientieren sich die Vektoren zu einer ,Quelle* hin.

3. Die Rotation: V x E [3, S.19]
Mit Hilfe der Rotation lassen sich Aussagen tiber eventuelle Wirbel einer Vektor-
funktion treffen. Fiir das elektrische Feld gilt V x E = 0. Das bedeutet, das Feld

ist wirbelfrei. Diese Eigenschaft ist ausschlaggebend fiir dessen Konservativitét.

5.3 Grafische Darstellung des Arrays neuewerte

Der sogenanten Plotter ist nicht von mir eigenhéndig programmiert worden. Ich greife
dabei auf eine 6ffentliche library [1] zurtick. Diese library verarbeitet die Punkte, die ich
zuvor errechnet habe, zu einer Grafik. Das Benutzen dieser kostenlos bereitgestellten
Software erspart das Programmieren einer sehr aufwandigen 3D-Grafik. Die Tatsache,
dass die library in der Programmiersprache java zur Verfiigung stand, bewegte mich

dazu, mein Programm ebenfalls in dieser Sprache zu schreiben.
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5.4 Ausfiihrliche Anwendung der Finite-Differenzen-Methode
auf die Poisson-Gleichung
0?U  0*U p

2 _ - =
VU_8x2+8y2 €0

Einsetzen des Differenzenquotienten:

h? h? N

Ul+hy) +U@—hy +U@y+h)+U(x,y—h) —4U(z,y) 1]
h2

Auflosen nach U(z,y) und Verwendung der Abkiirzungen [1.], [2.] und [3.]:

C(Z‘,y) —4U($,y) p(:v,y)

h? €0
A0(z,y) _ plr,y) | Cl,y)
h? €0 h?
1 h2p(x,y)| 2]
€0

— h2p(x,y) 3]
U(x,y)ZU(x,y)Jri( ) 2L
€0

U(z,y) = Ulz,y) + p*(z,9) (5.5)

L Clz,y) =U(z+hy) +Ulx—hy)+U(z,y+h)+Uz,y — h)
Abkiirzungen: | 2. ﬁ(x,y) = iC(x,y)

* h2 Zz,
3. p(wy) = 4

Anmerkung: Zwei benachbarte Punkte befinden sich im Abstand h zueinander.
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5.5 Interpretation der Laplace-Gleichung

Mit Hilfe der Laplace-Gleichung kann das elektrische Potential in ladungsfreiem Raum
bei gegebener Ladungsverteilung berechnet werden.

Allerdings ist die Losung einer partiellen Differentialgleichung nicht eindeutig bestimm-
bar. Um dieses Problem einzuschranken betrachten wir vorerst das Verhalten der Laplace-
Gleichung im Eindimensionalen. Die Laplace-Gleichung sieht, wenn sie nur noch von
einer Variablen x abhéngt, folgendermaflen aus [3, S.111]:

d*U

Losungen fiir diese Differentialgleichung hangen nicht von unendlich vielen Variablen,

sondern nurmehr von m und ¢ ab:

d?U
d
—U:m,meR
dx
dU

—d:c:/mdx;meR
dx

U=mxz+t;mteR (5.7)

Offensichtlich handelt es sich dabei um eine Geradengleichung. Das Reduzieren auf eine
Dimension lasst sich schwer in die Praxis tibertragen. Allerdings hilft uns dieser Schritt
Analogien zum komplizierteren Fall der Zweidimensionalitéit herzustellen. Dafiir miissen
zwei Aspekte beachtet werden, welche beide durch die Eigenschaften einer Geraden

begriindet werden:

1. Das Potential eines Punktes P kann man stets durch den Mittelwert des Potentials

zweier Punkte ermitteln, welche die selbe Entfernung a zu P haben:

U(P) = ;[U(P +a)—U(P — a) (5.8)
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2. Die Funktion verbindet zwei Punkte stets auf dem direkten und kiirzesten Weg.
Das heifit, es konnen keine Maxima oder Minima, abgesehen von Rand /- oder Fix-
punkten, entstehen. Eigentlich ist diese Feststellung eine Folge der ersten Eigen-
schaft, da der Wert eines Maximums nie gleich dem Mittelwert der umliegenden

Punkte sein kann.

Die partielle Differentialgleichung, zu der die Laplace-Gleichung in zwei Dimensionen
wird, lasst keine derart leichte Losung mehr zu [3, S.112]:

U U

Allerdings gelten auch hier, die fiir die eindimensionale Laplace-Gleichung aufgestellten

Thesen:

1. Der Mittelwert aller Punkte, welche die Entfernung r zu einem Punkt P haben,
sich folglich auf einem Kreis mit dem Radius r und Mittelpunkt P befinden,
entspricht dem Wert von P:

Up) = - § va (5.10)

277
2. Wiederum kann aus 1. geschlossen werden, dass keine Maxima oder Minima auf-
treten. Die Funktion erzeugt den Graphen, der die Randpunkte und gewisse ge-

gebene Werte moglichst glatt verbindet.

Diese Eigenschaften erlauben es einem nun, eine annédhernd richtige Losung durch ite-

rative Mittelwertbildung zu erhalten.
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5.6 Abbildungen

5.6.1 Schematische Programmstruktur des Algorithmus

Parameter: z, p(z,y), n, Us(x,y)

neuewerte = C(x,y) + p*(z,y)

N

I altewerte=neuewerte

while (hochstedifferenz > z || hochstedifferenz

true

false

i

XYZx=U*(x); XYZy= U*(y)

plot

Abbildung 2: Schematische Programmstruktur

5.6.2 Mittelwertbildung und Randbedingungen

O
\
O
O)
N
4

Pl
b, 7P 7P, ®
*—op o

Abbildung 3: Mittelwertbildung

Abbildung 4: Randbedingungen
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5.6.3 Feld zweier ungleichnamig gepolter Punktladungen

WOREE W RO R R R R e W
R R R R e e e B
CRE RO S RS S S ST T BN T R

¥

Abbildung 5: Zwei Punktladungen

5.6.4 Feld eines Plattenkondensators

Abbildung 6: Plattenkondensator
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5.6.5 Feld zweier gleichnamig gepolter Ringe
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5.6.6 Feld zwe

Abbildung 8: Zwei ineinander liegende Ringe



31

ANHANG

5.6.7 Feld zwischen einer Spitze und einer Platte

(L

s W i
D = e \-\\

+atassoss 0 n od -
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s ssEERRTR R RS &
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Abbildung 9: Spitze und Platte

5.6.8 Randproblem

Abbildung 10: Einfluss des Randes
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5.6.9 d-U-Diagramm

7e+010 T T T T T

6e+010

5e+010

4e+010

3e+010

2e+010

1e+010

500 550 600 650 700 750 800
y-Koordinate

Abbildung 11: d-U-Diagramm

Der Punkt an dem sich die felderzeugende Ladung befindet hat die Koordinaten
(500, 500). Wenn man nun die z-Koordinate beibehilt, die y-Koordinate allerdings von
500 schrittweise erhoht, so steigt der Abstand d zum Punkt der Ladung. Aufgrund

dieser Tatsache ist das Antragen der y-Koordinate dquivalent zu einem d-U-Diagramm.
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5.7 Quellcode des Algorithmus
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5.8 Programm und Facharbeit in digitaler Form (CD)
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