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1 DMotivation und Vorkenntnisse

In dieser kurzen Abhandlung soll im Folgenden der mathematische Begriff der Bogenlinge im
Rahmen einer Facharbeit schiilergerecht bearbeitet werden. Unter der Bogenldnge versteht
man ganz pauschal und intuitiv die Lénge, die der Graph einer Funktion auf einem Intervall
annimmt. Eine Anwendung der Bogenldngenberechnung wére zum Beispiel die Ermittlung
der benotigten Linge eines Drahtseils fiir eine Hangebriicke (ndherungsweise parabelférmig,
s. Abb.) oder des zuriickgelegten Weges eines Himmelskorpers (kreis-, ellipsen- oder hyper-
belférmig). Im Schlussteil soll auf eine dieser Anwendungen niher eingegangen werden.
Der Funktionsbegriff ist fiir die folgenden Ausfithrungen von tragender Bedeutung, es folgt
eine kurze Wiederholung. Mathematisch schreibt sich die Definition einer Funktion f folgen-
dermafen:

f: D>W

Ty

Die zugehorige Punktmenge lasst sich also darstellen als {z;y||z € D; y = f(x)} und wird
Gy, d. h. Graph von f genannt (siche Abb. 1).

/—=-x-=____

/|

Abbildung 1: Kartesisches Koordinatensystem und Graph

Sind D und W Teilmengen des reellen Zahlenkdrpers, kann man folgendermafsen vorge-
hen: Den Graphen visualisiert man gewthnlich in einem kartesischen Koordinatensystem.
Dort tragt man x- und y-Werte aufeinander ab (siehe Abb.). Doch die Beschreibung von
Funktionen mithilfe einer Funktionsgleichung wie zum Beispiel y = 2 ist nicht die einzige
Moglichkeit. Manche Graphen lassen sich einfacher durch die sogenannte Parameterdarstel-
lung ausdriicken. Dies bedeutet, dass sich jeder Punkt € Gy eindeutig mit einem Parameter
identifizieren lésst. Ein Beispiel dafiir wéire der Kreis mit Radius r: Kartesisch lasst er sich
nur als Kombination von zwei Halbkreisen darstellen, da es fiir den x-Wert 0 (wenn man
als Beispiel den Einheitskreis mit Mittelpunkt (0/0) nimmt) die dazugehorigen y-Werte
1 und -1 gébe. Der Graph des Kreises mit Radius r mit Mittelpunkt (0/0) hiefe also:
Gy ={z;vr?2 — 22} U{z; —vr?2 —z?}r € R,z € [—r;r]. Mit der Parameterdarstellung lésst
sich der Kreis jedoch viel leichter ausdriicken: Es gilt selbstverstédndlich (Winkelfunktionen)

T = T-COoSQ
Yy = 7r-sing

Die Punktmenge des Graphen ist also: {r-cos p; r-sinp|r € R; ¢ € [0;27]}. ¢ ist hierbei der
Parameter. Statt der kartesischen Darstellung kann man sich auch der sogenannten Polar-
koordinaten bedienen. Hier sind die Punkte der Ebene nicht durch (z;y) festgelegt, sondern
werden durch ihre Position auf konzentrischen Ringen mit Mittelpunkt (0/0) mit Radius r
bestimmt. Durch die Koordinate r schrinkt man die Menge der Punkte erst vom R? auf die
Menge aller Punkte auf dem Kreis mit Radius r ein und dann durch ihren Schnittwinkel
zwischen Abszisse und einer Ursprungsgeraden (die durch den gewiinschten Punkt geht) auf
einen einzelnen Punkt ein. Stellt man eine Beziehung zwischen Bogenlinge/Bogenmak und
Winkeln her, so sieht man hier die Ahnlichkeit zwischen der polaren und der Parameterdar-
stellung des Kreises. Die hier eben intuitiv gesetzte Synonymisisierung von Bogenlénge und
Bogenmafs werden wir in Kapitel 2.3.2 bestétigen.



Abbildung 2: Charakterisierung eines Punktes durch Polarkoordinaten

2 Definition der Bogenlange

Vorbemerkung:

1.: Der Begriff der Bogenldnge von Funktionen wird hier selbstverstédndlich nur auf Funktio-
nen R — R bezogen.

2.: In dieser Arbeit wird die Bogenldnge mit L bezeichnet und analytisch mithilfe eines
Integrals hergeleitet. Dadurch entsteht jeweils eine Stammfunktion, wobei nur die Diffe-
renz zweier Instanzen dieser Stammfunktionen mit jeweils einem anderen Parameter (z. B.
L(a) — L(b)) oder gleichem Parameter (L(a) — L(a) = 0) mathematisch Sinn ergibt, da
die herausgerechnete Stammfunktion alleine noch keine Zahl ist, sondern eine Menge von
Funktionen. Hiermit wird darauf hingewiesen, dass die Schreibweise Lj dasselbe bedeuten
soll wie L(a) — L(b), ganz im Sinne der Integralrechnung. L alleine (ohne die Indizes) aber
bedeutet im Folgenden einfach nur ,Stammfunktion zur Berechnung der Bogenlénge*

Die Bogenlénge ist eine Eigenschaft einer Kurve. Man kann sie beispielsweise als den Weg
interpretieren, den ein Objekt auf der Kurvenbahn zuriicklegt. Die mathematische Definition
folgt nun.

Hat man einen Graphen G, so kann man die Bogenldnge folgendermafien herleiten: Man
approximiert den Graphen durch einen Polygonzug, wobei der Abstand in reiner Abszis-
senrichtung (Az) konstant sei. Durch Summation der Lingen der Einzelstrecken des Poly-
gonzuges, welche wir forthin mit s bezeichnen, kann man die Bogenldnge annéhern. Es ist
naheliegend (und den strengen Beweis werden wir hier nicht fithren), dass die Ndherung fiir
steigende Anzahl der Einzelstrecken und somit sinkender Gréfe von Az immer besser wird,
weil die Geradenstiicke immer kleiner werden und sich der Polygonzug dem Graphen enger
anschmiegt. Wir bezeichnen die Bogenlénge fortan mit L.

2.1 Kartesisch

Wir bezeichnen das Intervall, das die senkrechte Projektion des Teils des Graphens ist, des-
sen Bogenlénge wir berechnen wollen, mit I = [a;b], a,b € R; a < b. Wir unterteilen I nun
in n gleichgrofte Teilintervalle I, = [a + (k — 1) - Az; a+k-Ax]; ke {1;--- b&—:}, wobei
ZZ—; € N (sieche Abb. 3). Die Abszissenintervalle haben also jeweils die Breite Az, der {iber
den Graphen zugeordnete Hohenunterschied wird mit Ay, bezeichnet. Weil der Héhenunter-
schied bei jedem Intervall unterschiedlich ist, ist jedem Intervall I}, ein Ordinatenunterschied



Abbildung 3: Streckenmethode zur Approximation der Bogenlidnge

Ay zugeordnet.
n
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(*): Siehe die Definition des Integrals als Grenzwert einer Summe.
Durch Weglassen der Grenzen erhalten wir die allgemeinere Form durch das unbestimmte
Integral, und wir definieren:

L=/ /14 (f,(x))Q dr (1) Definition der Bogenléngen funktion fiir

eine Funktion mit kartesischen Koordinaten

Il =

Wir sehen hier: Die Bogenlédnge lasst sich als Funktion auffassen, genauer als Integralfunkti-
on. Mit diesem Term l&sst sich jede Bogenlénge darstellen, deren Graph durch eine Funktion
f: R — R gebildet wird. Dass sie darstellbar ist, bedeutet aber nicht zwangslaufig, dass der
Term leicht zu vereinfachen ist! Das werden wir bei der Parabel, aber insbesondere bei der
Ellipse bemerken.

Zur Verifikation unserer Formel iiberpriifen wir sie an einem Fall, bei dem die Bogenldnge
auch ganz einfach ohne diese Formel berechnet werden kann: Die Gerade.

Essei f(z) = %x—i—S. Wir wollen die Bogenlénge von © = —1 bis = 2 bestimmen. Natiirlich

ist die Linge dieses Geradenstiicks | = /3% 4+ 1,52 = /11,25 = 21/5 ~ 3, 354. Mit unserer



Formel (I) miisste dasselbe herauskommen:

N = DN =
8
+
w

Hier wird unsere Formel also schon einmal nicht widerlegt.

2.2 DPolar

Ist die Funktion, deren Bogenldnge man berechnen soll, nicht in kartesischen, sondern in
Polarkoordinaten vorhanden, so bedient man sich der Formel, die wir nun herleiten werden.
Der Graph der Funktion, dessen Bogenlange wir bestimmen wollen, ist nun:

G = {P(r;9)|r € R}, p € [0,27]. Wie bereits vorher angesprochen, wird nun jeder Punkt
des Graphen dargestellt durch das Paar von Radius und Winkel, das jeden Punkt der Ebene
eindeutig festlegt. Zur Bogenldngenbestimmung n&hern wir den Graphen wieder mit ei-
nem Polygonzug mit den Kanten s an, wir definieren s allerdings anders. Wir legen durch
den Ursprung ein Geradenbiischel, wobei der Winkel zwischen zwei nebeneinanderliegenden
Geraden dy sei. Die Strecken s sind dann die Streckenstiicke zwischen den benachbarten
Schnittpunkten zweier Geraden mit dem Graphen (siehe Abb. 4). Hier verzichten wir ab-
sichtlich auf die Angabe von Grenzen a und b, weil erstens die Angabe von Intervallgrenzen
hier in Vielfachen von ¢ angegeben sein miissten (wie wir erst spiter sehen werden) und wir
zweitens leichter mit der allgemeinen Form, dem unbestimmten Integral, rechnen kénnen.

Abbildung 4: Approximation der Bogenlénge durch Strecken
(Schnittpunkte beziiglich Ursprung auf gleichen Winkeln)



Es gilt:
L= JmDs

. S .
= AI;IEOZ Ao -Ag formaler Schritt
s
= _— d
dy v

. [JETTEE
dy v

- () ()

mitx = 7r-cose
undy = 7r-singp
dx , .
— = 71 -cosp—r-sing
dy
dy Y
— = r -sinp-+4r7r-cosy
dy
dz\? 2 2 / 2 2
5 = r“-cos”¢p—2r'r-cosp-sinp+r°-sin” ¢
2
dv\ 2
<dy> = r’2~sin2<p+2r’r-sin<p-cos<p+r2-00824,0
¥

L= / \/7”2 cos? @ — 2r'r cos @ sin ¢ + r2 sin® ¢ 4 125in2¢ + 2r'r sin ¢ cos @ + 12 cos? ¢ dyp

L= / \/r’2 (cos? o + sin? @)+ (sin2 ¢ + cos? p) dip

(*): Achtung, wir kennen dz und dy natiirlich nicht, wir fithren sie aber trotzdem ein,
weil wir sie spater durch unseren Winkel ¢ darstellen kénnen.
Damit haben wir:

2 2 Definition der Bogenlange einer Funktion in Polarkoor-
L= /") + () do (1) genling

dinaten
Es gibt ein Problem bei dieser Darstellung: Fiir manche Graphen ist () nicht eindeutig,

wie etwa fiir den Graphen der Funktion y = z. Hier gibt es keine Moglichkeit, die kartesi-
sche Form in eine Polare umzuformen, da der Winkel konstant ist (némlich 45°), es aber
verschiedene Radien gibt.

Auch hier ldsst sich die Bogenldngenformel mithilfe der Geraden {iberpriifen, wenn es auch
sehr konstruiert wirkt, eine Gerade durch Polarkoordinaten darzustellen (siehe Abb. 5). Wir
nehmen wieder eine Gerade, die parallel zur x-Achse ist.



Abbildung 5: Gerade (griin) in Polarform

Wie man sehen kann, gilt (im rechtwinkligen Dreieck OPP’, wobei P’ die senkrechte
Projektion von P auf die x-Achse ist):

2
sinp’

2 =sing ()
=sing r(p) =
r(g)

wobei ¢ €]0; [, in diesem Intervall hat der Sinus keine Nullstellen, die Randpunkte sind der
Fall, in dem die Strecke, dessen Betrag der Radius ist, waagerecht steht (also unendlich lang
ist). Desweiteren gilt:

rle) = sir21<p
SCRE:
=g = 10T

T2<Lp) - Sin42<p

Also ist die Bogenlange nach Formel (II) berechenbar durch

I _ / \/ 4cos? p dy
sin? sm 7

/ 4c052<p 4 sin? <pd
sin? ¢ sin? ¢

B / (sin <,0+cos2 ®) p

B sin? 4

- / \/ sin? <p
- / stgo

Formelsammlung 2

tan ¢

Nehmen wir an, wir wollten das Stiick der Geraden berechnen, das jeweils 2 LE iiber
die y-Achse hinausragt. Diese Endpunkte entsprechen den Winkeln ¢ = 45° und ¢ = 135°.



Geometrisch sieht man sofort, dass die Bogenldnge 4 sein muss, die sollte unsere Formel
bestéatigen.

L13§O _ o 2 _ _ 2
45 tan 135° tan 45°
= 2-(-2)
= 4

Und das tut sie offensichtlich. (Uber den Sinn, eine Gerade durch Polarkoordinaten darzu-
stellen, ldsst sich natiirlich streiten)

2.3 In Parameterdarstellung

Als dritten und letzten Fall betrachten wir den Fall, dass die Funktion in der Parameterdar-
stellung gegeben ist. Das bedeutet, dass der Graph in der Form

G ={(z(t),y(?)) : t € R}

gegeben ist, wobei t der Parameter ist. Die Formel dhnelt sehr der kartesischen Form. Der
Parameter sei hier t genannt. Da die Technik parametrisierter Kurven in der Schule nur
peripher behandelt wird, werden wir das Thema kurz aufarbeiten:

Das Besondere an parametrisierten Kurven ist, dass der Graph nicht mehr iiber den Zu-
sammenhang x — y, sondern durch ¢ — (x(¢)|y(t)) gegeben ist. Das bedeutet, dass ein von
den Koordinaten weitestgehend unabhéngiger Wert beide Koordinaten gleichzeitig festlegt,
nicht so wie bei der aus der Schule bekannten Form, dass jedem x ein y zugeordnet ist.
Dies hat etwa den Vorteil, dass man mithilfe einer Parametrisierung einen ganzen Kreis im
Koordinatensystem darstellen kann, statt immer die obere oder untere Hélfte ,,abschneiden‘
zu miissen. Das liegt daran, dass nun nicht mehr gilt ,nicht mehr als ein y-Wert pro x-Wert“,
sondern ,nicht mehr als ein Punkt P(z(t)|y(t)) pro t-Wert*. Es folgen noch ein paar Beispiele:

Beispiel 1: Die waagerechte Gerade Dies ist eine der einfachsten parametrisiert dar-
stellbaren Kurven. Da jeder Punkt des Graphen den y-Wert ¢ hat (¢ sei der Abstand der
Geraden von der zu ihr parallelen x-Achse), ist y(t) nicht von t abhéingig, sondern konstant:

y(t) =c

x(t) ist vollkommen beliebig (auch weil y(t) nicht von t abhingt), es sollte nur darauf
geachtet werden, dass von der Formel von x(t) alle Werte in R angenommen werden kénnen.
Moglichkeiten fiir x(t):

x1(t)= t Hier ist jedem t-Wert ein genausogrofer x-Wert zugeordnet, also t = 2 = x(t) = 2
zo(t) = t2 Hier ist jedem t-Wert der quadratisch grofere x-Wert zugeordnet: ¢t = 2 = z(t) = 4
z3(t) = 1 Das ist ebenfalls moglich (t =2 = z(t) =0,5), firx =0

miissen wir allerdings den Grenzwert fiir ¢ — oo laufen lassen

Beispiel 2: Die allgemeine Gerade Nehmen wir an, die Gerade sei in der Form y =
a - x + b gegeben. Dies ist dquivalent zu y(t) = a - x(t) + b. Wir nehmen nun eine beliebige
Formel fiir (), am Besten einfach

x(t) =t.
Dann gilt fiir y(t):
yt)=a-z(t)+b=a-t+b

Wiire z(t) = t2, so geltete dementsprechend: y(t) = a - t* + b.



Abbildung 6: Der parametrisierte Kreis
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Beispiel 3: Der Kreis Der Kreis (siche Abb. 6) ist ein Paradebeispiel fiir die Parametri-
sierung. Als Vollkreis ist er in der y-x-Beziehung nicht darstellbar, da mehreren x-Werten
kein eindeutiger y-Wert zugeordnet wird. Parametrisieren wir den Kreis, so konnen wir dieses
Problem umgehen: Wir identifizieren jedem t-Wert (wie immer) einen Punkt P(z(t)|y(t)).
Die Vorstellung dabei ist, dass wir mit den t-Werten die Kreisbahn ablaufen, bis wir wieder
am Anfangspunkt ankommen. Wenn diese Periodenlénge, bis wir wieder beim Anfang an-
kommen a ist, so muss selbstverstandlich fiir unsere Parametrisierung gelten: x(t+a) = z(t)
und y(t+a) = y(t). Fir die Parametrisierung naheliegend ist der Winkel, auf dem die Punkte
beziiglich des Ursprungs auf dem Kreis liegen (hier wird deutlich, dass Polarkoordinaten nur
ein Spezialfall fiir Parametrisierung sind). Um die Parametrisierung herzuleiten, bedienen
wir uns der Winkelfunktionen: Durch die gegebenen Identitéiten

sin p = y(p) und cosp = x(cp)7
r r
und damit
x(p) = r-cosy
yg) = resing,

konnen wir den Kreis als Punktmenge darstellen: K = {P(x(¢)|y(¢))}

Nebenbemerkung: Wie wir sehen, erfiillen unsere Terme fiir x und y auch den Anspruch,
periodisch sein zu miissen (damit wir nach dem Durchlaufen eines Intervalls an Parametern
wieder am Punkt fiir ¢ = 0 angelangen). Die Periode ist hier 27, also gilt fir ¢t = 2m:
P(z(2m)|y(27)) = P(x(0)|y(0)) = P(r|0). Wenn wir den Gedanken weiterspinnen, kén-
nen wir uns weitere charakteristische Punkte auf dem Kreis suchen: P(z(37)|y(37)) =
P(a(m)ly(r)) = P(1]0), etc.

Die Formel der Bogenlinge parametrisierter Kurven Doch zuriick zur Bogenlan-
genberechnung: Wie bereits erwiéhnt, hatten wir den Graphen durch kleine Geradenstiicke
s angendhert, wobei gilt:

/ ds

/ V(@) + (dy())?

- 1y

L

Satz des Pythagoras




5 Definition der Bogenlidnge einer Funktion in Parame-
L=]vE#)?+ W) d (1) terdarstellung i ’

Kurze Bemerkung zu der Vorgehensweise bei der Herleitung: Natiirlich ist es unschén und
ungewohnt, Integrale ohne angehéngte Integrationskonstante zu sehen, zugunsten der deut-
lich einfacheren Herleitung wird aber auf grofere Exaktheit verzichtet.

Wieder ein Vergleich mit einem leicht {iberpriifbaren Beispiel: Wir suchen die Bogenlénge
einer zur x-Achse parallelen Geraden (,,¢) im Abstand 2 von dieser.

Thre Parametrisierung sieht wie folgt aus:

P(x(t),y(t) € g:
x(t) = t
yit) = 2

Wer dieser Parametrisierung nicht traut, setzt am Besten ein paar Werte fiir t und verbindet
die dadurch entstehenden Punkte P(x(t),y(t)). Dadurch entsteht die gewiinschte Gerade.
Wir setzen uns zum Ziel, die Bogenlédnge von = 0 bis = 4 zu bestimmen. Diese ist
selbstverstandlich | = 4.

Nach unserer Formel gilt:

~
~—
Il

'
( 1
yt) = 2
( = 0

4
Ly = /\/12+02dt
0
= 4-0=14

Dies ist offensichtlich korrekt. Ein weiteres Beispiel, um den Umgang der aus der Schule
ungewohnten Parametrisierung zu iiben:

Es sei g eine Gerade durch die Punkte (—1/0) und (1/2). Parametrisiert ergibt das zum
Beispiel:

x(t) = t

yit) = t+1
Auch hier gilt wieder: Werte einsetzen zum Uberpriifen. Wir wollen nun die Linge der

Strecke durch die beiden Punkte herausfinden. Geometrisch argumentiert ergibt das eine
Linge von | = v/22 + 22 = 2/2. Die Bogenlinge nach Formel (III) ist gegeben durch

t, = —1= P(~1/0)
ty = 1= P(1)2)
z(t) = t
=a'(t) = 1
yt) = t+1
=yt = 1

L=k, = /1 V12 +12 dt
= V2-(-V2)=2V2

Auch hierin funktioniert also unsere Formel.

2.4 Translationsinvarianz

Am Ende der allgemeinen Herleitung der Bogenldnge werden wir die Formeln noch auf
Translationsinvarianz iiberpriifen. Das bedeutet, dass wir iiberpriifen werden, ob sich die
Formeln verdndern, wenn wir die Funktion f(z) in x- oder y-Richtung verschieben.



2.4.1 Polar

Betrachten wir zuerst den Fall, dass der Graph der Funktion in polarer Darstellung erhalten
ist. Nattirlich kann sich der Term von r(p) &dndern, dann kann man aber erstens nicht
mehr von derselben Funktion reden, und zweitens entspricht eine solche Manipulation der
Abhéngigkeit von r und ¢ keiner Translation (also Verschiebung), sondern viel eher einer
zentrischen Streckung. Dieses Problem kénnte man umgehen, indem man den Graphen in
einem Koordinatensystem mit r und ¢ als Achsen definiert, allerdings entspricht das dann
wieder einer kartesischen Darstellung.

2.4.2 Kartesisch

Wenn wir nun die Funktion in kartesischer Darstellung gegeben haben, also Formel (I)
benutzen, so sieht eine in x- und y-Richtung verschobene Funktion folgendermafen aus:
f(z — &) + 7. Hier fallt zuerst der Faktor 7 beim Differenzieren von f(z) weg. Die Verschie-
bung in x-Richtung kénnen wir folgendermafen kaschieren: Da L eine (Integral-)Funktion
ist, gilt fiir die Bogenlénge einer Funktion f(z) auf [a;b]: L = L(b) — L(a). Wenn wir aber
eine Funktion f(z — ¢) nehmen, so wird die Bogenldnge zu L = L(b — &) — L(a — &).

Auch Formel (I) ist also translationsinvariant, allerdings muss die Verschiebung in x-Richtung
bei den Integrationsgrenzen berticksichtigt werden. Die Hohe des Graphen iiber der x-Achse
ist aber unerheblich und bleibt unberiicksichtigt.

2.4.3 Parametrisiert

Wenn die Funktion in Parameterdarstellung gegeben ist, ist der Graph gegeben durch
((t),y(t)). In x- und y-Richtung verschoben ergibt sich der Graph durch (z(t) + a, y(t) + b).
Wir substituieren nun u(t) := z(¢) + a und v(t) = y(¢) +b. Dann ist die Bogenlinge gegeben
durch L = [ \/4(t) 4+ ©(t) dt. Da sich u und x bzw. v und y nur durch einen additiven Fak-
tor unterscheiden, ist deren Ableitung identisch. Daraus folgt die Translationsinvarianz der
Bogenlidnge auch bei Darstellung durch eine Parametrisierung (und zwar beziiglich Abszisse
wie auch Ordinate).

Dass die Berechnung der Bogenlédnge von der Verschiebung des Graphen der Kurve un-
abhingig ist, war zwar intuitiv klar, wir haben das jetzt nun auch bewiesen. Wir werden
also von nun an nur noch ,normierte Graphen betrachten, wie etwa den Einheitskreis (mit
Zentrum im Ursprung statt beliebigem Ort), die Parabel durch den Ursprung und die Ellipse
mit Mittelpunkt im Ursprung. Dies ist zwar an sich mathematisch unvollstédndig, aber wie
wir gerade gesehen haben, &ndert sich durch Translation nichts.

3 Die Bogenlange des Kreises und die Zahl =

Die Bogenldnge von Kreissegmenten ldsst sich leicht auf zwei Weisen berechnen: Man kann
sich der analytischen Definition des Kreises, y?> = r2 — 22 bedienen, oder aber den Kreis
polar darstellen. Die zweite Moglichkeit ist weitaus einfacher, sie setzt jedoch bereits den
Begriff der Bogenlénge voraus, dessen Existenz und Grofe wir aber erst mithilfe der ersten
Methode belegen miissen. Wir beginnen daher mit der kartesischen Herleitung.

3.1 Kartesische Bogenlingenberechnung des Kreises

Fiir den Ursprungskreis K (seit dem Kapitel iiber die Translationsinvarianz wissen wir, dass
die Betrachtung von verschobenen Funktionen irrelevant ist und jederzeit auf den ,Normal-
fall“ zuriickgefithrt werden kann) mit Radius r und Punkten P(zp,yp) € K gilt:

op +yp =1
Fiir die Punkte der oberen Kreishilfte P(x,y), auf die wir uns von nun an beschrinken
wollen, gilt somit:

y= V= ()
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Fiir die Berechnung der Bogenldngenfunktion bendtigen wir noch die quadrierte erste Ab-
leitung, welche gegeben ist durch:

$2

(f'(2))* =

Nach Definition (

T
= / R dx
dz

Wir klammern r aus und substituieren: 2 = 7 - sinu, d. h. 2'(u) = £ = r-cosu = dr =
r - cosu - du und erhalten damit

1
7. ——————— T -cosu - du
r2 —r2.sin“u

r2 cosZ u

r2 — 32

L

L

r2 — r2sin?qy

/ cosZu
1 —sin®u

Nun bedienen wir uns der Formel 1 = sin® u + cos>u (1)

[cos? u
L =
/ cos2u

= r-u—+c¢

= rarcsin +c (1)
T

Abbildung 7: Der Kreisbogen von z =a bis z = b

Es gilt also: Die Bogenléinge des Kreises (kartesische Darstellung) ist: ’ L(x) =r-arcsin £ 4 ¢

Wir wissen, dass die Bogenldnge des halben Einheitskreises 7 ist. Damit kénnen wir die
Giiltigkeit der Formel leicht bestdtigen:

arcsinl — arcsin(—1) =7 O

1s. Anhang
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3.2 Polare Bogenlingenberechnung des Kreises

Da wir nun die Bogenldnge des halben Einheitskreises mit 7 bestétigt haben, kdnnen wir
die polare Definition der Bogenlédnge betrachten. Dazu bedienen wir uns Formel (IT). Da der
Radius 7 von ¢ unabhéngig ist, ist r(¢) konstant und 7/(¢) = 0. Daraus folgt

L:/\/()2—|—7‘2 dp=r-p+c

Diese Formel ist natiirlich um einiges einfacher, aber fast genauso nutzlos, da wir zur Be-
rechnung der Bogenlénge bereits gegebene Bogenldngen bendtigen, dies hilft in den meisten
Féllen allerdings kaum weiter. Sie liefert uns aber eine neue, integrale Auffassung des Bo-
genmafles, weil wir jetzt wissen, dass die hergeleitete Bogenldnge mit dem in der Schule
behandelten Bogenmaf {ibereinstimmt.

3.3 Der Kreis mit Radius 4

Gegeben sei der Kreis mit Radius 4 um den Ursprung. Wir suchen die Bogenlénge von x=-1
bis x=3. Dann ist die Bogenlédnge auf diesem Intervall:

3 1
L3, =4 (arcsin i~ arcsin—z) ~4-(1,101) = 4,404 =~ 1,47

Das Ergebnis erscheint logisch in Anbetracht der Tatsache, dass beim Kreis mit Radius 4
die halbe Bogenldnge 47 wére. Der Kreis zwischen x=-1 bis x=3 ist also in etwa ein Drittel
des oberen Halbkreises, was die Zeichnung nahelegt.

4 Die Bogenlange der Ellipse

Bei der Bogenlédngenberechnung der Ellipse werden wir schnell feststellen, dass wir mit
schulischen Mitteln nicht weiterkommen. Deswegen und weil die nétigen Operationen sehr
kompliziert sind, wurde ein Grofsteil der eigentlich nétigen Arbeitsschritte in den Anhang
verlegt. Das Endergebnis wird hier im Hauptteil einfach aus der Literatur zitiert, im Anhang
wird dasselbe Ergebnis aber auch hergeleitet.

4.1 Wiederholung: Die Ellipse

Geometrisch gesehen ist die Ellipse die Menge aller Punkte P, deren Summe der Absténde
zu zwei festgelegten Punkten (den Brennpunkten) gleich ist. Anschaulich kann man sich das
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so vorstellen, dass man eine ringférmig geschlossene Schnur um beide Brennpunkte legt und
mit einem Bleistift unter Anspannung der Schnur eine Bahn abfihrt (sieche Abb. 8).

Abbildung 8: Gértnerkonstruktion der Ellipse [G1]

Dies ergibt dann die Ellipse. Die grofse bzw. kleine Halbachse sind die Hélfte des langsten
bzw. kiirzesten Streckenstiicks durch den Mittelpunkt (in der Mitte der beiden Brennpunkte)
zum Ellipsenrand. Wir bezeichnen a und b als die Halbachsen der Ellipse mit a > b, a,b € R
(siche Abb. 9)

v A

Abbildung 9: Eine Ellipse mit den Halbachsen a und b

Am leichtesten lésst sich die Bogenlinge der Ellipse berechnen, wenn man sich ihrer
parametrisierten Darstellung bedient.
Die Parametrisierung der Ellipse:

r =asint, y =bcost

dxr =acost dt, dy= —bsint dt

Fiir t = 0 erhalten wir beispielsweise den hochsten Punkt der Ellipse, fiir £ = 7 die
beiden duflersten Punkte mit = £a (siehe Abb. 10). Diese Darstellung der Ellipse durch
den Parameter, t, hat den Vorteil, dass wir nun zur Beschreibung der Punktmenge, die die
Ellipse beschreibt, statt zwei Variablen x und y nur noch eine Variable t brauchen. Jedem
Wert t ist genau ein Punkt der Ellipse zugeordnet, jedoch nicht umgekehrt: Der oberste
Punkt der Ellipse kann mit ¢t =0, t = 2w, t = 47 - - - gleichermafien dargestellt werden. Fiir
jeden Punkt gibt es unendlich viele Darstellungen (das kommt durch die Periodizitidt von
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da
nm2=a,
wm2=0

Abbildung 10: Veranschaulichung der Ellipsenparametrisierung

Sinus und Cosinus zustanden), wir benutzen daher nur Werte t aus [0; 27]. Nach der Formel
(ITT) setzen wir fiir die Bogenléinge:

L = /\/a2c052t+b251n2tdt

b2
= a~/ cos2t+—2sin2tdt
a

Wir substituieren (¢ wird {ibrigens ,numerische Exzentrizitat“ genannt und spiegelt die ,,El-
lipsenhaftigkeit* wieder: Je ndher € bei 1 liegt, desto grofier ist a im Vergleich zu b, beie =1
wird die Ellipse zur Parabel, einer Ellipse mit unendlich weit entferntem Brennpunkt)

-, a>—b b2
E=—"77—+; "= — — .
a a

Umgestellt zu

b2
2 _
e

folgt daraus:

L a~/\/coszt+(1752)sin2tdt

= a~/\/0082t+sin2t52sin2t dt
—_———
1

a~/\/1752sin2tdt

Dieses Integral nennt man elliptisches Integral zweiter Art. Es ist mit schulischen Mitteln
nicht 16sbar. Da eine Ausfithrung der Losung den Horizont dieser Facharbeit {ibersteigen
wiirde, werden wir das Kommende einfach {iberspringen und die Losung dieses Integrals in
der Literatur (siehe (1), (i3)) nachschlagen. Der Abschnitt, wie man auf die Losung kommt,
steht als eigenes Kapitel im Anhang, kann getrost ausgelassen werden und dient nur der
Vollstéandigkeit.
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4.2 Die Bogenlingenfunktion der Ellipse

a bezeichnet hier die grofle Halbachse

N#herung der Ordnung 1:

L} = a-2m
Néherung der Ordnung 2:
LS = a-2m-(1- 1%

Né#herung der Ordnung 3:
L = a-2m-(1—12 = 2
Néherung der Ordnung 4:
Ly = a-2r-(1-3% - 2 — 2.9
Die erste grofie Uberraschung hier ist, dass die Bogenlingenfunktion nur niherungsweise
bestimmt werden kann und im Idealfall eine unendliche Summe ist. Die ersten 4 Ndherungen
sind oben angegeben. Das zweite Problem ist, dass damit keine Fragmente der Ellipse be-
stimmt werden kénnen, sondern nur der gesamte Umfang der Ellipse. Dies kommt daher, dass
obige Formel selber nur Vereinfachungen einer groferen Formel sind. Diese urspriinglichen
Formeln werden hier aufgelistet:
Né&herung der Ordnung 1:

Li(t) = a-t+c
Néherung der Ordnung 2:

Ly(t) = a _t + ieQ(Sintcost —t)| +c
Néherung der Ordn-ung 3:

Li(t) = a _t + %52(sintcost —t)+ 6%64(2 sin® t cost + 3sint cost — 3t)} +c
Néherung der Ordn-ung 4:

Lyt) = a _t + iaZ(Sintcost —t)+ 564(2 sin® t cost + 3sint cost — 3t)

+a 230456 (8sin® tcost + 10sin®t cost + 15sint cost — 15t)} +ec

Im Gegensatz zu den Formeln fiir den gesamten Ellipsenumfang, welche nur eine Zahl
wiederspiegeln, sind das wieder Bogenldngenfunktionen. Das bedeutet: Wenn wir zwei Punk-
te P; und P, auf der Ellipse haben, die durch ¢; und t¢5, also durch die Koordinatenpaare
(2(t1)/y(t1)) und (x(t2)/y(t2)) gegeben sind, lasst sich die Bogenlange des Ellipsenfragments
zwischen den Punkten (mit der n-ten Ndherung) durch |L,(t2) — L, (t1)| berechnen. (Der
Betrag ist deswegen vonnéten, weil wir hier nicht sagen kénnen, was grofler ist, und eine
negative Bogenlidnge nur begrenzt Sinn ergibt.) Um zu sehen, wie schnell die Formel des
Ellipsenumfangs (der erste Formeltyp in diesem Abschnitt) ,konvergiert“ (der Beweis, dass
die Reihe, die diese Formel erzeugt, konvergiert, wurde hier nicht gefiihrt), folgt nun ein

4.3 Vergleich der Niherungen fiir den gesamten Ellipsenumfang

Wir betrachten nun eine Ellipse mit den Halbachsen a = 3 und b = 2, €2 = “2;2'72 = 8. Wir
suchen die Mafzahl der Bogenlidnge der Ellipse.
L{ = 67~ 18,84955592
1
Ly = 3?” ~ 16.23156204
14637
L = ~ 15. 4
3 288 5.95885435
o 262097
Ly = ST 15.88310221
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Auffallend ist, dass die Naherung mit steigender Komplexitét schnell gegen einen bestimm-
ten Wert zu konvergieren scheint (dies wére die exakte Bogenldnge der Ellipse mit den
Halbachsen 3 und 2).

4.4 Die Bahn des Pluto

Zur Verifikation unserer Formel fiir die Bogenlénge fiir die Ellipse werden wir die Bogenldnge
der Bahn des Plutos berechnen. Dieser umkreist, wie alle Planeten (Pluto ist strenggenom-
men nur ein sogenannter Zwergplanet) in unserem Sonnensystem, auf einer Ellipsenbahn
die Sonne, wobei diese einen Brennpunkt bildet. Der Pluto eignet sich besonders gut, da er,
etwa im Vergleich zu Erde, deren Bahn um die Sonne sehr kreisférmig ist, eine stark ausge-
pragte Ellipsenkurve beschreibt. Wir werden zuerst mithilfe der bekannten Umlaufdauer um
die Sonne und der mittleren Bahngeschwindigkeit die Bogenldnge auf physikalische Weise
bestimmen und mit diesem Kontrollergebnis unsere Formel iiberpriifen. Uber den Pluto ist
Folgendes fiir uns Relevante bekannt (die Astronomische Einheit AE ist ungefiahr gleich der
grofen Halbachse der Erdumlaufbahn: 1AE = 149597870691 m):

e Grofse Halbachse a = 39, TAFE

e Numerische Exzentrizitat ¢ = 0, 2522

o Umlaufzeit um die Sonne T = 247,68a = 7,8 - 105
e Mittlere Orbitalgeschwindigkeit v = 4, 72]“Tm

Damit ist die Umlaufbahn gegeben durch U =T -7 = 3,69 - 10'3m = 246,4AE.
Dieses Ergebnis sollten wir, falls unsere Formel richtig ist, ebenfalls erhalten.

Wir bedienen uns der hergeleiteten Formel fiir die vierte Ndherung der gesamten Ellip-
senbahn, also
Ly = 2ma(l-3e®— Ze' — 2%
= 39,TAE-2m (1 — 1(0,2522)> — 2,(0,2522)" — ;2:(0,2522)°)
= 245,43---AE

Damit haben wir unsere Formel verifiziert. Dass wir einen Unterschied von etwa 1AFE ha-
ben, ist vernachléssigbar, da wir einerseits nur mit der Ndherung der Ordnung 4 gerechnet
haben und andererseits selbst elementare Messwerte wie die grofse Halbachse des Pluto in
verschiedenen Quellen nicht gleich sind.

5 Die Bogenlange der Parabel

5.1 Sinus Hyperbolicus und Cosinus Hyperbolicus

Fiir die Berechnung der Bogenlénge der Parabel ben6tigen wir die hyperbolischen trigonome-
tischen Funktionen, deren Herleitung nicht Teil des Schullehrplans ist. Es sei nur angemerkt,
dass die Ahnlichkeit des Sinus Hyperbolicus mit dem gewthnlichen Sinus nur durch beider
komplexe Definition in Erscheinung tritt. Der hyperbolische Sinus hat auferdem keine geo-
metrische Deutung wie der Sinus. Definiert wird der Sinus Hyperbolicus, der Cosinus Hyper-
bolicus und deren Umkehrfunktionen Areasinus Hyperbolicus und Areacosins hyperbolicus
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durch:

inhx = D=R

sinh z 5

coshx:% D=R
arsinh z = In(z + V22 + 1) D=R

arcosh z = In(z + V22 — 1) D = [1;+o0|
(sinh )" = coshx

(coshz) = sinhz

Mit diesen Definitionen kann die Giiltigkeit der im Folgenden benutzten Additionstheore-
me etc. leicht nachgepriift werden. Auf den ersten Blick scheinen die hyperbolischen Funktio-
nen zu der Parabel keinerlei Verbindung zu haben. Wir bedienen uns aber ihrer Eigenschaften
bei der Integralbildung. Graphen der hyperbolischen Funktionen finden Sie im Anhang A.

5.2 Herleitung der Bogenlinge der Parabel

Was wir im Abschnitt iiber die Translationsinvarianz gesagt hatten, wirkt sich hier giinstig
auf unsere Formel aus: Statt der normalen Gleichung f,(z) = ax? + bz + ¢ kénnen wir uns
auf f(x) = ax? beschriinken, weil b und ¢ nur die Verschiebung des Graphen in Richtung
der Koordinatenachsen beeinflussen, was wir aufser Acht lassen kénnen, da wir jede Parabel-
gleichung der Form f, in die Form f umrechnen koénnen, welche die gleich Bogenlange hat.
Gegeben sei die Parabel (siehe Abb. 11) also durch

f(z) = ax?

Dann ist die Bogenlidnge nach Formel (I):
L:/\/lJrélazx2 dx

Nun substituieren wir: 2ax = sinht; dr = i cosht dt.

Machen Sie sich keine Gedanken dariiber, warum wir das tun: Es funktioniert. Wer Ver-
stdndnisprobleme mit dem Sinus Hyperbolicus hat, denke sich die Substitution einfach als
2ax = €= , denn dies ist einfach die Definition des Sinus Hyperbolicus. Im Anhang werden
wir noch ein paar Eigenschaften dieser Funktion besprechen.

L:/\/1+Sinh2t~2i~cosht'dt
a
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Abbildung 11: Die Parabel f(z) = az?

Mit der Formel 1+ sinh®¢ = cosh?¢  (?)
1 1
%/\/coshzt-cosht-dt = %/COSth'dt

Und weiterhin cosh? t = COSM# )

1 [ cosh(2t) +1 d - 1 (/ cosh(2t)dt+/;dt>

2a 2 2a 2
1 1
1 1
(Resubstituieren) = o arsinh(2az) + %a sinh(2 - arsinh(2ax)) 4 ¢
a a

Weitere Umformung: sinh(2u) = 2sinhucoshu (%)

1 1
L = a arsinh(2az) + " sinh(arsinh(2az)) cosh(arsinh(2ax)) + ¢

mit cosh(u) = 1/1 + sinh?(u):

1 1
= o arsinh(2az) + a sinh(arsinh(2az))+/1 + (sinh(arsinh(2az)))2 + ¢

und sinh(arsinh(u)) = u:
1 1
= o arsinh(2az) + 3% 1+4a?2z? +c¢  mit arsinh(¢) = In(t + V2 + 1)

Damit ist die Bogenlangenfunktion der Parabel bestimmt durch :

L(z) = .~ In(2az + V1 + 4a%2?) + $2v1 + 4a?z% + ¢

2s. Anhang
3s. Anhang
4s. Anhang

18



5.3 Die Bogenlinge der Parabel 222

Wir berechnen das Bogenstiick der Parabel f(z) = 222 von x=0 bis x=1. Eine Bedingung,
welche wir aus der Abbildung herauslesen kénnen, ist die, dass die Bogenlénge auf jeden
Fall grofer ist als die Lénge des Geradenstiicks, das auch eingezeichnet ist. Dieses hat die
Linge v/12 + 22 = /5. Es muss also gelten: L > V5 &~ 2.24.

a 2
Ly = L(1) - L(0)
1 1
L) = g4+ V1+16)+5v1+16
1 1
- gln(4+\/ﬁ)+§\/ﬁ
~ 2,32
1
L) = gl(O+1)+0
= 0
. 1 1
=Lk = gln(4+ﬁ)+§ﬁ%2,32>2.24
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6 Zusammenfassung

Als kurze Zusammenfassung soll dieser Abschnitt dienen.
Wir hatten drei verschiedene Formeln zur Bogenldngenberechnung hergeleitet:

e bei Funktionen in kartesischer Form: L = [ /1 + (f'(z))? dx
e bei Funktionen in polarer Form: L = [ \/r%(¢) + r2(¢) dp
e bei parametrisierten Kurven: L = [ \/@2(t) + y2(t) dt

Mit ihrer Hilfe betrachteten wir hauptséchlich drei Spezialfalle:
2 2

e die Bogenlinge des (Halb-)Kreises y = r* — z*:

L:r~arcsin$+c

e die Bogenlinge der Ellipse x(t) = asint; y = bcost:

=qa- (1 —-12_3.4_ 5 6
L=a-2m-(1— 3% — gge* — 555¢ )+c

o die Bogenlinge der Parabel y = az?:

L =+ In(2az + V1 + 4a22?) + 1ov/1 + 40?22 + ¢
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A Hyperbolische Funktionen

Die hyperbolisch trigonometrischen Funktionen sinh, cosh, arsinh und arcosh sind, wie schon
in Kapitel 2.5 besprochen, wie folgt definiert:

sinhx = 5 D=R
cosh x :% D=R
arsinh  =In(z + V22 + 1) D=R

arcosh = =In(z + V22 — 1) D = [1;+o0]
(sinhz)" =coshz

(coshz)’ =sinhx

Thre Graphen sehen folgendermafien aus:

Abbildung 12: Sinus Hyperbolicus (schwarz) und Cosinus Hyperbolicus (rot)

Abbildung 13: Areasinus Hyperbolicus (griin) und Areacosinus Hyperbolicus (blau)

Eine Anwendung des hyperbolischen Sinus’/Cosinus’: Wenn man eine Kette oder Schnur
an ihren Enden befestigt und das Mittelstiick frei herabhéngen l&sst, bildet sich im Idealfall
genau die Kurve des Cosinus Hyperbolicus (und nicht, wie oft behauptet, eine Parabel, dabei
werden die in der Kette wirkenden Kohésionskrifte aufer Acht gelassen). Das bedeutet, dass
man die Lange des bendtigten Drahtseils zum Bau einer Hangebriicke mit der Bogenldnge
des Cosinus Hyperbolicus berechnen kann. (Und diese Lénge hingt iberraschenderweise mit
dem Sinus Hyperbolicus zusammen)
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B Beweise

B.1 Die Rekursionsformel zur Integration

Wenn die Behauptung
1 n—1
/Sinnt dt = —— sin"" 't cost + —— /sin"‘2t dt
n n

stimmt, so muss gelten:

1 /
sin"tdt = {— sin” 't cost + n-o. /sin”fzt dt]
n n

(A)

n—1 1 n—1
(A) = - -sin" 2t - cost - cost + (—-sin"1 t> - (—sint) + - sin
n n n
n—1 1 n—1
= - -sin" "2t - cos® t + <—~sin”_1t> - (—sint) + -sin" "2t
n n n
2 t=1—sin? n—1 1 n—1
cosTI=Lsimtt ————sin"?¢t- (1 —sin®t) + —sin" t + —— - sin" "% ¢
n n n
-1 -1 1 -1
= _n csin™ 2t T it~ sin™t 4 . sin™ 2t
n n n n
-1 1
= o -sin"t 4+ — -sin”t = sin"t O
n n

B.2 Umformung fiir den Sinus
sin?u 4+ cos?u =1

Beweis: Wenn diese Umformung fiir jegliches v € R gilt, so miissen wir beweisen, dass 1)
sin? u + cos? u konstant ist und 2) den Wert 1 annimmt.

1):
d (sin2 u + cos? u)
du

= 2sinu-cosu+2cosu - (—sinu) =0

= sin® u + cos® u konstant

wsei0: sinu+coslu=0>+12=1

Aus 1) und 2) folgt die Behauptung.

B.3 Umformung fiir den Sinus Hyperbolicus (I)

Zu beweisen ist:
1+ sinh?¢ = cosh? ¢t

Beweis: Wir bedienen uns der Definition der beiden Funktionen:

et —e
sinh —
sinh « 5

xT —T
coshr = € —1—2@
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Damit:

1+sinhz = 1+ (ex - e_m)2 P o
2 4
A4 2T _ 94 e 20 20494 o2
- 4 - 4
€2 4 9pTe—T | o—2 et 4 e 7 2
- = (=)
= cosh®x

B.4 Umformung fiir den Sinus Hyperbolicus (II)

In Kapitel 2.5 wird folgende Formel verwendet:
sinh(2z) = 2sinh x cosh

Wir gehen von der exponentiellen Definition des Sinus Hyperbolicus aus:

e? — e 3 Binom o €€ et
2 o 2 2
= 2sinhxcoshz

T

sinh(2x)

B.5 Umformung fiir den Cosinus Hyperbolicus

Zu zeigen:
cosh? 2 — cosh(2z) + 1
2
Mit der Definition des Cosinus Hyperbolicus gilt:
5 e +e % 2 6295 + 2e%e” T 4 6—232
coshx = — ] =
2 4
e fe72w 1 762“?_% +1
= _— + R —
4 2 2
B cosh?(2x) + 1
2

C Die Bogenlange der Ellipse (ausfiihrliche Herleitung)

Dieser Abschnitt ist der komplexeste dieser Abhandlung und geht iiber den in der Schule
behandelten Unterrichtsstoff hinaus. Bei der Berechnung der Bogenlidnge der Ellipse stoffen
wir auf die sogenannten elliptischen Integrale, die analytisch nicht 16sbar sind. Da dieser
Abschnitt sehr umfassend ist, wird das Verfahren zur Bestimmung der Bogenlédnge der Ellipse

hier in 8 Abschnitte gegliedert:

e Punkt 1: Aufstellen der allgemeinen Bogenldngenformel fiir die Ellipse nach her-
geleiteter Formel III. (Kapitel 2.2.3). Dabei entsteht ein Problem: analytisch (d. h.
mit den gewohnlichen Integrationsmethoden) nicht losbares Integral (,elliptisches In-

tegral“) taucht auf

e Punkt 2: Exkurs: Vorstellung eines Hilfsmittels zur Vereinfachung des elliptischen

Integrals: ,MacLaurinsche Reihe*

e Punkt 3: Anwendung des Hilfsmittels auf das Integral

e Punkt 4: Hier erhalten wir eine neue Formel und ein neues Problem: Die Losung
von geradzahlig potenzierten Sinus-Integralen, also Integralen der Form [ Sinzk(t) dt.
Davon abgesehen ist das elliptische Integral fiir uns aber kein Problem mehr.
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e Punkt 5: Losen des Integrals iiber geradzahlig potenzierten Sinus mithilfe einer Re-
kursionsformel (,schrittweise Formel“)

e Punkt 6: Einfithrung einer aus der Rekursionsformel resultierenden, fiir alle k allge-
meingiiltigen, Formel fiir die Sinusintegrale (ohne Herleitung)

e Punkt 7: Aufstellen des allgemeinen Terms der Bogenldnge von beliebig gewahlten
Ellipsensegmenten aus den bisherigen Ergebnissen

e Punkt 8: deutliche Vereinfachung der Formel aus Punkt 9 durch den Spezialfall: Bo-
genlangenberechnung des gesamten Ellipsenbogens statt willkiirlich gewéhlten Teilen,
dadurch aber auch Einschréinkung

Wir beginnen mit | Punkt 1|

Aus Kapitel 1.5 wissen wir:

L:a/\/1752sin2(t) dt

Wie bereits erwahnt, ist das ein elliptisches Integral, welches nicht mit normalen Integrati-
onsmethoden 16sbar ist. Im néchsten Abschnitt wird ein Werkzeug eingefiihrt, welches uns
dabei helfen wird, dieses Integral zu knacken.

C.1 Exkurs: MacLaurinsche Reihe

Punkt 2

Die MacLaurinsche Reihe ist eine Sonderform der Taylorreihe. Sie bietet eine Hilfe zur
Approximation von Funktionen durch eine sogenannte Reihenentwicklung. Eine Reihe ist
die Summe von aufeinanderfolgenden Elementen einer Folge. Eine Folge wiederum ist eine
Abbildung der Form N — K (K: in der Analysis meist reelle Zahlen oder Funktionen, kann
aber auch aus vollig abwegigen Konstrukten bestehen). Die Approximation einer Funktion
f mithilfe der MacLaurinschen Reihe ist folgendermafen definiert:

k! ~ —— 2 6

> (k)
fo = SO e ) ) a0 2 )
k=0

| S ——
MacLaurinsche Reihe

Die Herleitung oder der Beweis der MacLaurinschen Reihe wiirde den Rahmen dieser Arbeit
sprengen, und so werden wir nur auf einige Beispiele eingehen:
Bsp. 1: f(z) = 2?

1
f(z) = 0+0+§~2~x2+0+0+~~:x2:{](I) O

Bsp. 2: g(z) =sinx

Il
e}
+
8]
+

I
o
E%l\')
+

T
N

I
)
+

|
e}

'y
+
+

f(@)

Il
8
I
I
8
+
l
H

Hier lésst sich nicht sofort einsehen, dass diese Reihenentwicklung stimmt, ein Blick auf
den Graphenplotter (siehe Abb. 14) zeigt jedoch, dass in einem engen Bereich bereits die
N#herung mit 3 Summanden recht gut stimmt.
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Abbildung 14: grau: Sinuskurve, rot: Ndherung mith. MacLaurinscher Reihe
Fiir unser spezielles Problem benutzen wir f(z) = (1—37)% (Wenn wir 2 = £2 sin” ¢ setzen,
erhalten wir den Integranden der urspriingliche Formel fiir die Bogenlange der Ellipse. Was
das bringt, werden wir spéter sehen)
Die Ableitungen von f(x):

fla) = —5(-2)F" = —S(1-2)7%

11 1 1 3
() = *5'5(1*1’)572 = *1(1*95)7§

1 1 3 1 5
@) = g a-oi® = gy

1 1 3 5 1 15 7
fe) = *5'5'5‘5(1 z)2 7t = *1*6(1*@75

Damit ldsst sich f(x) folgendermafen entwickeln:

pa-teat = (e (G) 2 ()0 )+

1 1 1-3 4 1-3:5 4
= e i 6" 2468
Wir erkennen hier recht schnell das Muster: Beim k-ten Summanden (1 ist der 0-te Sum-
mand, wir nummerieren die Summanden entsprechend ihrer Potenz tiber x) steht im Zahler
des Bruches das Produkt der ersten k-1 ungeraden natiirlichen Zahlen; im Nenner die ers-
ten k geraden natiirlichen Zahlen. Wir suchen also eine Formel, um den Bruch des k-ten
Summanden allgemein darzustellen. Wir bendtigen dazu:

e Eine Formel 1 fiir das Produkt der ersten k geraden Zahlen und
e Eine Formel 2 fiir das Produkt der ersten k-1 ungeraden Zahlen.

Dann kénnen wir einen Bruch der Form £22¢2 hilden und erhalten damit den Faktor beim k-
ten Summanden, den wir ja suchen. Wir betrachten zuerst das Produkt der ersten k geraden
Zahlen:

2 = 2
2:4 = 2122
2-4-6 = 2-1-2-2-2-3
2-4-6-8 2-1-2-2-2-3-2-4
2.4 ... 2%k = 92F.k

Produkt der ersten k geraden Zahlen, Formel 1
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Nun das Produkt der ersten m ungeraden Zahlen: Sei m € N. Dann gilt fiir das Produkt
1-2-3---2m: Das Produkt hat m gerade und m ungerade Faktoren. So erhalten wir mit
Formel 1 das Produkt aller m ungeraden Zahlen:

_ m)!

S 2m .l

1-3-5-7---2m

Produkt der ersten m ungeraden Zahlen, Formel 2

Doch erinnern wir uns, was wir urspriinglich wollten: Fiir die Entwicklung von (1 — ;1:)%
mithilfe der MacLaurinsschen Reihe suchten wir nach einer allgemeinen Beschreibung des
k-ten Glieds. Wir bezeichnen das k-te Glied mit G. Dann gilt:

Formel 2

G, = ——
k Formel 1
(2(k—1)!

k=L (k—1)!

2k . k!
(2k —2)!
=19k (k — 1)1 - k!
(2k — 2)!

22k=1 . (b —1)!- k!
Auch wenn die Menge der Fakultéten ein wenig ungewohnt erscheinen mag, ist G, doch nur
eine von k abhéngige Zahl. Trotzdem ein paar Beispiele, um die Scheu vor der umfangreichen
Formel zu nehmen (Erinnern wir uns: 0! = 1! = 1):

0! 1
G = 2.0l 1! 2
2! 1
G2 = e 2.1
41 1-3
Gs = 5131 246
6! 1-3-5
G, = =

27.3!-4!  2.4.6-8
Dies haben wir nun gegeben und wir aktualisieren unsere Formel:

fa)= (-t = 1+(—;)x+(‘2,)+(‘?ﬂ)x+(‘4,)

1 1 1-3 1-3-5
1, 2 3 4

2" T 94" T2a.6" T 2.4.6-8"
B (2k — 2)! i

S22l (k= 1)k
Wir haben nun eine Moglichkeit gefunden, die Wurzelfunktion

flz)=vV1—2

als eine unendliche Summe von Vielfachen von x™; n € Nar , also als unendliche Polynome
darzustellen. Doch welchen Zweck kénnte dies haben? Die Antwort ist recht trivial: Die durch
die Reihenentwicklung entstehende Summe lésst sich erheblich einfacher integrieren als die
komplizierte Wurzelfunktion. Wenn wir nun eine M&glichkeit finden, den Integranden des
elliptischen Integrals (welcher eine besondere Wurzelfunktion ist), mithilfe der Reihenent-
wicklung in eine ebensolche Summe zu verwandeln, sind wir ein grofles Stiick weiter! Damit
ist der Exkurs beendet.

N

C.2 Anwendung der MacLaurinschen Reihe
auf das elliptische Integral

Doch besinnen wir uns nun darauf zuriick, was uns eigentlich beschéftigt hat: Wir suchten
nach einer Losung fiir das Integral

Lza-/\/1—8251n2tdt
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Wenn wir nun x = e2sin? ¢ setzen, haben wir genau die Funktion, deren Reihenentwicklung

wir soeben aufgestellt haben. Resubstituieren wir nun, so kénnen wir schreiben:

1 1
V1—e2sin’t = 1—§~Ezsin2t—ﬁ-s4sin4t
Integrand des ellipti- 1-3 6 - 6
schen Integrals T 2.4-6 e st
1-3-5
e i
(2k — 2)!

2k .2k
—m€ Sin (t)—

Unser elliptisches Integral lésst sich also darstellen als:

a~/\/lfszsin2tdt

1
= a[/ldt—/2-52sin2tdt]
—a -/1~64sin4t dt
) 2-4

1-
—a / 3 . e0in% ¢ dt
2-4-6

I 1'3'5 8,'8
_a_/2~4-6-8.€ sin® t dt }
[ (2k —2)! ok : 2k
_a/22k*1~(k—1)!~k!.€ sin“"t dt —---

= a lt— > Gy /sin%(t) dt]
k=1

Die konstanten Faktoren (der Bruch und die Potenzen von von €) kann man vor das jeweilige
Integral ziehen (wie im Schritt auf die letzte Zeile so gemacht), sodass die Losung des
Gesamtterms nur noch auf das Problem zuriickgefiihrt wird, Sinusfunktionen mit gerader
Potenz zu integrieren( [ sin?t dt, fsin4t dt,---). Erinnern wir uns: a, € und Gy, sind nur
ganz normale reelle Zahlen, das einzige Unbekannte ist also wirklich nur das Integral. Doch
wie 16sen wir Integrale liber den geradzahlig potenzierten Sinus?

L

C.3 Rekursionsformel zur Integrationshilfe

Wir bedienen uns folgender Rekursionsformel®:
1 n—1
/Sinnt dt = ——-sin" "'t cost + —— - /sin"‘zt dt
n n

Dies bedeutet: Man startet mit [sin’t dt = [ dt = t, schlieRt davon auf [sin®t dt =
—3 -sin(t) cos(t) + 4 - t und so weiter. Damit erreicht man sémtliche Integrale

/sinQ”(t) dt; neN7

Die Herleitung lassen wir wieder aus, lediglich beweisen werden wir die Rekursionsformel im
Anhang.

°Die Rekursionsformel funktioniert hier so, dass man versucht, ein Problem auf ein bereits gelostes zu-

riickzufithren. Was dies bedeutet, werden wir gleich sehen. Die Formel wird aufferdem in A.1l. bewiesen.
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sinf®tdt = t
2;21-fsin0t dt
=
. 9 1 . 1
sin“t dt = ——=sintcost+ —t
2 2

4751~f sin? ¢ dt

sin ¢ dt

L 3tcost 3 i t t+3t
—— Sin COST ——SInt cos —
4 8 8

%-f sin® ¢ dt

—_— — Y~

<6 1 .5 5 .. 3 5 . 5
sintdt = —-=sin’tcost——sin’tcost — — sintcost + —t
6 24 16 16

%j sin® ¢ dt

sin®t dt = —lsin7tcost—lsin5tcost — ﬁsingtcost—&— Esin?ﬁcost—i— ﬁt
8 48 192 128 128

Wie man sehen kann, wiirde man fiir k=10 schon 10 Vorberechnungen bend&tigen. Diese
Art der Berechnung von geradzahlig potenzierten Sinus-Integralen ist sehr geféhrlich, weil
ein einziger Fehler in der Kette von Rechnungen das Ergebnis zerstort. Desweiteren gibt
es noch ein Manko: In einer Formel, in der solche Sinusintegrale auftauchen, lasst sich mit
einer Rekursionsformel nur schlecht ein allgemeiner Term ausdriicken (weil diese nur auf
das vorhergehende Element verweist). Zuletzt ist diese Methode sehr aufwendig, viel prak-
tischer wire es, wenn wir eine ,Universalformel” fiir ein beliebiges k hétten, ohne vorher
alle Vorgénger berechnen zu miissen. Eine solche Formel folgt hier gleich. Die Herleitung
ist allerdings sehr zeitraubend und umfangreich und wird daher ausgelassen (die Methode
beruht auf Koeffizientenvergleich, die Anregung dazu bekam ich in (i4)). Prisentiert wird
nur das Endergebnis der Uberlegungen. Benétigt wird fiir die Formel auRerdem folgender
Term (genauso wie G nur eine von Parametern abhéngige Zahl, wenn sie auch sehr kompli-
ziert aussieht; das 2k und das 2k — 1 steht fiir die k-te gerade bzw. ungerade Zahl, dass wir
das brauchen, beruht darauf, dass bei der Integralbildung immer nach einem bestimmten
Muster gerade und ungerade Exponenten auftauchen)

N
1y g2y =D - (2R
Tor(2) — 1) = =2 k2. (25 —1)!

Und hier der allgemeine Term fiir Integrale des Sinus mit geraden Potenzen: | Punkt 6

k
/sin%tdt = 7t~T2k(1)+ZT2k(2jfl)~ sin?~1(t) - cos(t)

Jj=1

Wem diese Formel nicht behagt, der kann natiirlich auch die Rekursionsformel benutzen,
um auf das selbe Ergebnis zu kommen, er muss allerdings die vorher genannten Nachteile in
Kauf nehmen.

Zwei Beispiele zum ,Gew6hnen*:

k=1:

/sinQ(t) dt = —t-Tp(1)+ Y To(2j — 1) -sin® ' (¢) cos(t)
j=1

1 1.
= it ~3 sin(t) cos(t)
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g 14l 3
L, 14! 1
L) = 27 5m g = 4

k
#W@ﬁ:4+ﬂm+znmfum%meo

j=1

3 3 1
= §t ~3 sin(t) cos(t) — 1 sin®(t) cos(t)

Dies ist identisch mit den bereits vorher berechneten Werten, unsere Formel scheint also
zu funktionieren. Dem Leser sei es iiberlassen, weitere Werte auszuprobieren.

C.4 Die allgemeine Formel fiir die Lange

von Ellipsensegmenten

Nun lésst sich mithilfe der Rekursionsformel (oder deren &quivalenten Erweiterung, der
Formel fiir allgemeine k) und der Reihenentwicklung des elliptischen Integrals eine beliebig
genaue Naherung erstellen.

Néherung der Ordnung 1:

lea/dt

= a-t+c

Néherung der Ordnung 2:
[ 1
Ly = a /dt— 552/sin2t dt]
= -t Lo L inteost + <t
= a _ 5¢ 5 sint cos 5

Lo,
= a tJng (sintcost —t)| + ¢

Néherung der Ordnung 3:

[ 1 1
Ly = a _/dt—262/sin2tdt—“54/sin4tdt]

-t 2 1't t+1t L 1'375 t 3't t—|—3t
= a — =& - —— S1n ¢ COS - _— & - —— Sin COSUT — — SInt Cos -
I 2 2 2.4 4 8 8

[ 1
= a t+482(Sintcost—t)—|—M€4(2sin3tcost—|—3$intcost—3t)] +c

Naherung der Ordnung 4:

I 1 1 1-3
Ly = al| /[ dt—=[sin®tdt — —&* [ sin*t dt — S [ sin®t dt
I 2 2.4 2.4.6

- Lo Lsinteost + Lt L Lsin® teost — 2 sinteost + ot
= ——¢“- | —=sn 3 —t]———¢ - | ——sn 5t — —sin 3 -
a 9 26 COs 2 9.4 4b COS 85 COs 3

+ L3 L in% teost — - sin® t cost — — sint cost + —t
aq|———=€& | —=8In COSl — — s1n COSl — — S1nt cos —
2-4-6 6 24 16 16

1 1
= a {t + ZEQ(Sintcost —t)+ 6—454(2sin3tcost + 3sintcost — 3t)

€5(8sin’ tcost + 10sin® tcost + 15sint cost — 15t)] +c

+a 3
2304
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Néherung der Ordnung n:

n—1
L, = a lt - ZGk . 52k/sin2k(t) dt]
k=1

Hier sollten die oben hergeleiteten Terme fiir [ sin?*(t) dt und G}, berechnet und einge-
setzt werden, das unterlassen wir hier jedoch, weil die exakte Form sehr unanschaulich wird.
Das wére dann eine Sache fiir den Computer. Nun nehmen wir eine Vereinfachung vor: Wir
nehmen an, wir wollten die Bogenlénge der Ellipse im ersten und vierten Quadranten be-
rechnen. In unsere Bogenldngenfunktion miissen wir dann (nach unserer Parametrisierung)
die Grenzen 7 und 0 einsetzen. Der Wert der Bogenlénge in diesen beiden Quadranten wére
dann L(m)—L(0). Fiir t = 7 wird sint = 0, fiir ¢ = 0 ebenso. Das bedeutet, fiir die gewéhlten
Grenzen verschwinden die trigonometrischen Funktionen in unseren Naherungstermen (dies
lisst sich leicht aus der allgemeinen Formel fiir sinsin®*(¢) dt herausgelesen werden, wenn
man fiir t 0 einsetzt. Wenn wir nun auf die gesamte Bogenlénge schlieffen wollen, miissen
wir nur mit 2 multiplizieren (fiir die restlichen zwei Quadranten). Damit erhalten wir die
komplette Bogenldnge der Ellipse, die wir von nun an mit L; bezeichnen. Es gilt:

Ly = 2-(Ln(7) = Ln(0)) = 2 (Ln(7) — (a0 - 0]))
L, = 2-Ly(n)
Und, ausgehend von L,,, die Ndherung der Ordnung n:

n—1 k
L, = a-2|7m— Z G- | =Tor(1) -7+ ZTQk(Qi — 1) -sin® (1) cos ()
k=1 i=1
=0
n—1
= a-2-7 |1+ Y Gp-e? Ty(1)
L k=1
r n—1
L (2K)! o
T o S e e ] G
L k=1
B n—1
(2k —2)1(2kY) o
- a-2-7|1— A ki A
I kz::l 9th—1(k — 1)k ©

Zum Schluss noch einige Beispiele, die uns helfen sollen, die Formel zu verstehen:

n=1:
Hier ist die Summe nicht definiert (k wiirde von 1 bis 0 gehen), sie ist also =0. Damit:

L} =a-2(r—0) =2am

n=2:

o 0!-2! 9

L2 = a27r|:1—230'1'35:|

1
= a-27r[1—452]

n—3:

o (o - (2hH 9 214! 4
Ly = a'2ﬂ[123-(0!)-(1!)3'5 SIS

1 3
— .92 1_72_74
a 7T|: 45 645:|

Dies erhértet die Glaubwiirdigkeit unserer n-Formel.
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